Pradikatenlogik der ersten Stufe mit Identitat

Skriptum zur Vorlesung
FEinfithrung in die Logik
von Dr. Klaus Dethloff

vierte, durchgesehene Auflage

Christian Gottschall

8. September 2018






Inhaltsverzeichnis

1 Vorwort 7
2 Grundbegriffe 9
3 Syntax 13
3.1 Syntaktischer Schlussbegriff . . . . . ... ... ... ... ... 14
3.2 Bausteine . . . . ... ... 14
3.3 Formationsregeln . . . . . .. ... Lo 16
3.4 Exkurs: Syntaxbdume . . . .. ... oL L 18
3.5 Exkurs: Polnische Notation . . . . .. ... ... ......... 22
3.6 Transformationsregeln (Schlussregeln) . . . ... ... ... ... 23
3.6.1 Regel der Annahme (A) . . .. ... ... ... .. .... 23
3.6.2 Regel der Und-Einfithrung (AE) . .. ... ... .. ... 24
3.6.3 Regel der Und-Beseitigung (AB) . . . . ... ... .... 24
3.6.4 Regel der Oder-Einfithrung (VE) . . . . .. ... .. ... 25
3.6.5 Regel der Oder-Beseitigung (VB) . . . . . . ... .. ... 26
3.6.6 Regel der Pfeil-Einfithrung (— E) . . .. ... ... ... 27
3.6.7 Regel der Pfeil-Beseitigung (— B, modus ponendo ponens) 28

3.6.8 Regel der Negationseinfithrung (—F, schwache reductio ad
absurdum) . . ... 28

3.6.9 Regel der Nicht-Nicht-Beseitigung (——B, duplex negatio
COMFIrMAL) . . o o oo 29
3.6.10 Regel der Allquantor-Einfithrung (AE) . . . ... . ... 29
3.6.11 Regel der Allquantor-Beseitigung (AB) . . . ... . ... 30
3.6.12 Regel der Existenzquantor-Einfithrung (V E) . . . . . .. 31
3.6.13 Regel der Existenzquantor-Beseitigung (\/ B) . . . . . . . 31

3



4 INHALTSVERZEICHNIS
3.6.14 Regel der Identitdtseinfithrung (=FE) . ... ... .. .. 33
3.6.15 Regel der Identititsbeseitigung (= B, Substitution salva

veritate) . ... ..o o 34

4 Semantik 35

4.1 Semantik der Sprache der Aussagenlogik . . . . . . ... ... .. 35
4.1.1 Semantik der Satzbuchstaben . . . . . ... ... ... .. 35
4.1.2  Semantik der aussagenlogischen Konnektive . . . . . . . . 36
4.1.3 Exkurs: Alle aussagenlogischen Konnektive . . . . .. .. 43
4.1.4 Exkurs: Funktionale Vollstandigkeit . . . . .. ... ... 46
4.2  Semantischer Schlussbegriff I: Aussagenlogik . . . . ... ... .. 47
4.3 FEigennamen . . . . . . . ... Lo 49
4.3.1 Eigentliche Eigennamen (rigid designators) . . ... ... 50
4.3.2 Kennzeichnungen (definite descriptions) . . . . . . . . .. 50
4.3.3 Pronomen im Singular . . . . .. .. ... 50
4.3.4 Kollektive Eigennamen (mass terms, non count nouns,
singularia tantum) . . . .. .o 50
4.4 Pradikate . . ... L ol
4.5 Quantoren . . . . . . ... 51
4.6 Semantik der Sprache der Priadikatenlogik . . . . . ... ... .. 52
4.6.1 Das Diskursuniversum . . . . . . ... ... .. ... ... 52
4.6.2 Individuenkonstanten . . .. .. ... ... ... .. ... 53
4.6.3 Pradikatbuchstaben . . . .. .. ... 0000 93
4.6.4 Wahrheitsregeln fiir Pradikate . . . . . . .. .. ... ... 57
4.6.5 Quantoren. . . . . . . .. ... 58
4.7 Semantischer Schlussbegriff II: Pradikatenlogik . . . . ... . .. 58
4.8 Exkurs: Begriffe. . . . ... o oo 61
4.9 Ubersetzungspraxis . . . . . . . ..o 64
4.9.1 Ubersetzung von Pridikaten und Begriffen . . . ... .. 64
4.9.2 Ubersetzung von Quantoren . . . . . . . .. ... ..... 64
4.9.3 Ubersetzung von Eigennamen . . . . . . . . ... ..... 65
5 Weiterfithrende Fragen der Semantik 69
5.1 Russells Probleme . . . .. ... ... ... ... ... ... 69

5.1.1 Das Problem der Substitution salva veritate . . . . . . . . 69



INHALTSVERZEICHNIS

5.1.2 Das Problem des Tertium non datur . . . . . . . .. ...

5.1.3 Das Problem der negativen Existenzsdtze . . . .. .. ..

5.2 Russells Losung: seine Kennzeichnungstheorie . . . . . . . . . ..
5.2.1 Die Losung des Problems der Substitution salva veritate .
5.2.2 Die Losung des Problems des Tertium non datur . . . . .
5.2.3 Die Losung des Problems der negativen Existenzsétze

5.3 Freges Bedeutungstheorie . . . .. ... .. ... ... ......

6 Anhang
6.1 Das logische Quadrat . . . . . . .. ... ... L.
6.2 Verwendete Zeichen und Abkiirzungen . . . . . .. ... .. ...

6.2.1 Logische Zeichen . . . . . . .. ... ... ... ...
6.2.2 Einige griechische Buchstaben . . . . . . . ... ... ...

7 Literatur

7.1
7.2
7.3
7.4
7.5

Einfithrungen . . . . . . . ... Lo L o
Kommentar zur Einfiihrungsliteratur . . . . . . .. ... ... ..
Weiterfithrende Literatur . . . . . . . ... ... ... ... ...
Kommentar zur weiterfithrenden Literatur . . . . . . . . ... ..

Sonstige zitierte Literatur . . . . . .. . ... ... oL

79
79
81
81
81



INHALTSVERZEICHNIS



Kapitel 1

Vorwort

Der vorliegende Text behandelt die Pradikatenlogik der ersten Stufe mit Iden-
titdt und darf als Zusammenfassung meines Logik-Tutoriums betrachtet werden.
Ich bezweifle, dass der Text alleine das Erlernen seines Inhalts ermdoglicht, und
sei es nur deshalb, weil die vielen merkwiirdigen Zeichen und Symbole ohne
miindliche Erlauterung noch abschreckender wirken miissen, als sie mit einer
solchen erscheinen mogen. Wie dem auch sei, als Méglichkeit, Fehler und Fehl-
stellen in der eigenen Mitschrift zu finden und ihre Folgen zu entschérfen, mag
er herhalten. Zudem erlaubt er es, die wichtigsten Teile derjenigen Dinge, die
wihrend des Semesters aus Zeit- und Termingriinden keine Erwéhnung finden,
anzubringen.

Mit Ausnahme der Formulierung stammt fast nichts in diesem Skriptum von
mir. Der iiberwiegende Teil des hier gedulerten Wissens stammt aus Dr. Klaus
Dethloffs Vorlesung ,,Einfiihrung in die Logik“, der Rest grofiteils aus den im
Literaturverzeichnis genannten Werken.

Fehlerberichte und Riickfragen bitte ich an die folgende Adresse zu richten:

Christian Gottschall
Elektropost: gottschall@gmx.de
Internet: http://logik.phl.univie.ac.at/~chris/
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Kapitel 2

Grundbegrifte

Eine Aussage ist ein Satz einer natiirlichen Sprache, der wahr oder falsch sein
kann. In der Linguistik wird statt des Wortes ,, Aussage” hiufig ,,deklarativer
Satz“ gebraucht. Aussagen sind ,Es regnet“, [ 5+5=22% oder ,Es gibt keine
grofite Primzahl®. Keine Aussagen sind Séitze wie ,, Wie spat ist es?7“, ,, Mahlzeit!“
oder ,,Blubb“.

Oft werden die Worter ,, Aussage“ und ,,Satz“ in logischen Texten synonym
gebraucht, so auch im vorliegenden. Das Wort ,,Satz“ bezeichnet daher von nun
an nicht mehr irgendwelche Sitze, sondern nur noch Aussagen.

Ein Axiom ist eine Aussage, an die man so fest glaubt, dass man es nicht
fiir notig hélt, sie zu beweisen.

Eine Aussage, die aus logischen Griinden stets wahr ist, wird Tautologie
genannt.

Ein Argument ist eine Aneinanderreihung von Sétzen (Aussagen!). Einer
dieser Sétze (in der Regel der letzte) ist die Konklusion, alle iibrigen sind die
Prdmissen. Ein Argument ist giiltig, wenn die Konklusion aus den Pramissen
folgt, und wungiiltig, wenn dies nicht der Fall ist. Es gibt auch Argumente, in
denen es eine Konklusion, aber keine Pramissen gibt.

Beispiel fiir ein giiltiges Argument mit zwei Priamissen:

Alle Menschen sind sterblich. erste Pramisse
Sokrates ist ein Mensch. zweite Pramisse
Also ist Sokrates sterblich. Konklusion

Beispiel fiir ein giiltiges Argument ohne Pramissen:

Entweder es regnet, oder es regnet nicht.
Beispiel fiir ein ungiiltiges Argument ohne Pramissen:

Logik ist uninteressant.

Logik untersucht die Giiltigkeit von Argumenten.

Aussage

Satz

Aziom

Tautologie

Argument

Logik



Aussagenlogik

Prddikatenlogik

Objektsprache
Metasprache

Syntazx, Morphologie

Semantik

Pragmatik

Bausteine

Formationsregeln

Linguistik

10 KAPITEL 2. GRUNDBEGRIFFE

In diesem Skriptum wird eine logische Sprache vorgestellt, die Sprache der
Prdidikatenlogik der ersten Stufe mit Identitit. Eine Definition ist an dieser Stelle
leider noch nicht mdoglich.

Als Aussagenlogik wird jener Teil der Pridikatenlogik bezeichnet, der die
Beziehungen untersucht, die zwischen Aussagesitzen bestehen. Da die Aussa-
genlogik ein echtes Teilgebiet der Prédikatenlogik ist, wird in diesem Skrip-
tum grundsétzlich jene behandelt und werden an geeigneter Stelle die Ein-
schrankungen dieser genannt. Fiir den Anfang muss ich mich auf die Feststellung
beschrinken, dass die Priadikatenlogik im Gegensatz zur Aussagenlogik auch die
innere Struktur der Aussagen niher betrachtet.!

Wenn man sich wissenschaftlich mit einer Sprache beschéftigt, dann ist es
wichtig, zwischen Objektsprache und Metasprache zu unterscheiden. Die Ob-
jektsprache ist jene Sprache, die der Gegenstand (das Objekt) der Untersuchung
ist — in unserem Fall also die logische Sprache. Die Metasprache ist diejenige
Sprache, in der dber die Objektsprache gesprochen wird, mit anderen Worten
die Sprache, in der die ,Forschungsergebnisse“ ausgedriickt werden. In unse-
rem Fall handelt es sich bei der Metasprache um die deutsche Sprache. Bei der
Untersuchung einer natiirlichen Sprache kénnen Objekt- und Metasprache zu-
sammentfallen; so ist es ohne weiteres moglich (und triigt sich auch oft zu), dass
eine Grammatik der englischen Sprache selbst in Englisch verfasst ist.

Als Syntax wird die Lehre von der ,,Form* einer natiirlichen oder kiinstlichen
Sprache bezeichnet. Syntax beschéftigt sich zum Beispiel mit der Frage, wie
die Worter (allgemeiner: Bausteine) einer Sprache angeordnet werden miissen,
damit Sétze entstehen. Anstelle des Wortes ,, Syntax® wird bei einer logischen
Sprache auch das Wort ,,Morphologie* gebraucht.

Semantik ist die Lehre von der Bedeutung einer Sprache. Sie untersucht ins-
besondere, welche Bedeutung die einzelnen Bausteine einer Sprache und welche
Bedeutung Sitze haben, die aus diesen Bausteinen geformt werden.

Pragmatik untersucht, welche Wirkung die Bausteine und Sétze einer Spra-
che auf den Horer bzw. Leser haben. Die Pragmatik wird iiblicherweise nicht
zur formalen Logik gezdhlt und kommt in diesem Skriptum nicht zur Sprache.

Die Bausteine einer Sprache sind jene ,Dinge“, aus denen die Sitze dieser
Sprache zusammengesetzt sind.

Als Bausteine einer natiirlichen Sprache kann man ihre Worter und Inter-
punktionszeichen betrachten. Eine andere Moglichkeit besteht darin, die Worter
ihrerseits als zusammengesetzt zu betrachten und nicht sie, sondern die Buch-
staben und Interpunktionszeichen als Bausteine zu betrachten.

In einer kiinstlichen logischen Sprache stellt sich die Frage, ob Worter oder
Buchstaben als ihre Bausteine betrachtet werden sollen, in der Regel nicht, weil
» Worter” und ,,Buchstaben“ zusammenfallen.

Formationsregeln geben an, wie die Bausteine einer Sprache angeordnet wer-
den miissen, damit Sitze dieser Sprache entstehen.

Die Linguistik (Sprachwissenschaft) beschéftigt sich unter anderem damit,

I Fiir eine exakte Definition bitte ich die Leserin, auf Kapitel 4.1 (Seite 35) zu warten.
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Formationsregeln fiir natiirliche Sprachen aufzustellen. Es ist bis heute nicht
gelungen, irgendeine natiirliche Sprache durch Formationsregeln vollstéindig zu
beschreiben.

Transformationsregeln beschreiben, auf welche Weise Sétze umgeformt wer-
den diirfen, ohne dass sie bestimmte Eigenschaften, die sie vor der Umformung
hatten, verlieren. Im Fall der hier vorgestellten logischen Sprache sind die Trans-
formationsregeln so gewahlt, dass bestehende Sétze nur zu solchen Sétzen um-
geformt werden konnen, die aus den bestehenden Satzen folgen.

Ein Kalkiil ist ein System, das die Syntax einer logischen Sprache festlegt:

Transformationsregeln

Kalkul
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Kapitel 3
Syntax

Syntax beschéftigt sich mit der ,,Form® einer Sprache, gibt also an, welche Zei-
chen (,,Bausteine”) in der Sprache vorkommen, wie diese Zeichen angeordnet
werden diirfen, damit Sétze entstehen, und wie Sidtze umgeformt werden kénnen,
ohne dass sie bestimmte Eigenschaften verlieren, die sie vor der Umformung hat-
ten.

Ein System, das die Syntax einer formalen Sprache vollstédndig beschreibt,
heiflt Kalkil. Im vorliegenden Skriptum wird wie zumeist auch in der Vor-
lesung einKalkiil des natiirlichen Schliefiens', ein Regelkalkiil, behandelt. Ein
solcher Kalkiil zeichnet sich dadurch aus, dass es etliche Transformationsre-
geln, aber keine Azxiome gibt. Im Gegensatz dazu gibt es z.B. axiomatische
Kalkiile und Baumkalkiile. Fin Kalkiil des natiirlichen Schliefens kommt dem
natiirlichen Schliefilen niiher als ein axiomatischer Kalkiil (daher der Name) und
ist iiblicherweise leichter zu handhaben als letzterer.

Die Bausteine der in diesem Skriptum vorgestellten logischen Sprache wer-
den in Kapitel 3.2 (Seite 14) vollstindig aufgezéihlt. Die zuldssigen Sitze kénnen
nicht aufgelistet werden, weil es ihrer unendlich viele gibt. Statt einer Aufzéahlung
gibt es Regeln, die beschreiben, wie giiltige Sétze gebildet werden. Diese Regeln
heiflen Formationsregeln und werden in Kapitel 3.3 (Seite 16) dargestellt. Zu-
letzt gibt es die Transformationsregeln, die in Kapitel 3.6 (Seite 23) zur Sprache
kommen. Sie erlauben es, einen Satz so umzuformen, dass aus ihm ein anderer
Satz entsteht, der aus dem ersten Satz folgt.

1 Kalkiile des natiirlichen SchlieBens sind auch als , Gentzen style calculi“ oder ,,Jaskowsky
style calculi“ bekannt; Gerhard Gentzen und Stanistaw Jaskowsky erfanden unabhingig
voneinander diese Art von Kalkiilen und publizierten ihre Arbeiten 1934. Jan Wolenski zu-
folge stammen Jaskowskys Ergebnisse allerdings bereits aus dem Jahre 1927. Vgl. Gerhard
Gentzen: ,,Untersuchungen iiber das logische Schlielen®, in: Mathematische Zeitschrift 39,
1934-1935, nachgedruckt in: Karel Berka/Lothar Kreiser: Logik- Texte. Kommentierte Aus-
wahl zur Geschichte der modernen Logik, Berlin: Akademie 41986; Stanistaw Jagkowsky:
,On the Rules of Suppositions in Formal Logic®, Warschau: 1934.

13
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14 KAPITEL 3. SYNTAX

3.1 Syntaktischer Schlussbegriff

Mit Hilfe der Transformationsregeln ist es moglich, ein Argument, das zuvor
in die logische Sprache iibersetzt wurde, auf seine Giiltigkeit hin zu untersu-
chen: Wenn es méglich ist, aus den Préamissen durch (mehrfache) Anwendung
der Transformationsregeln die Konklusion herzuleiten, dann ist das Argument
syntaktisch giiltig.

Es gibt verschiedene Konventionen, eine solche Herleitung oder Ableitung
aufzuschreiben. Im vorliegenden Text wird folgendermaflen vorgegangen:

Jeder Satz der Ableitung (d.h. jede Primisse, die Konklusion und alle Sitze,
die in Zwischenschritten gewonnen wurden) wird in eine eigene Zeile geschrieben
und erhélt eine fortlaufende Nummer, die in Klammern gesetzt wird:

(1) erster Satz
(2) zweiter Satz
und so weiter

Links der Zeilennummer jedes Satzes werden die Nummern aller Annahmen
aufgeziihlt, von denen der Satz abhingt (d.h. auf denen er beruht, d.h. aus denen
er folgt). Diese Aufzihlung nennt man daher die Prdamissenliste der aktuellen
Zeile. Nehmen wir an, in einer (informellen) Ableitung trete folgende Zeile auf:

1,4,7  (10) Alles ist eitel.

Die Nummer dieser Zeile ist 10, und ihre Prdmissenliste lautet ,1,4,7%. In
Worten bedeutet das nichts anderes als: Satz (10), also der Satz ,, Alles ist eitel®,
folgt aus den Annahmen (1), (4) und (7).

Zur Rechten jedes Satzes werden (a) die Nummern derjenigen Sétze genannt,
aus denen, und (b) die Regel, mit deren Hilfe der Satz gewonnen wurde; dazu
im Folgenden mehr.

Eine Ableitung, deren letzte Zeile von keiner Annahme abhéngt, deren letzte
Zeile also eine leere Pramissenliste hat, heiit Beweis. Der Satz in der letzten
Zeile eines Beweises heifit Theorem.

Beispiel: (10) Es regnet, oder es regnet nicht.

Die leere Pramissenliste sagt aus:
»Die Zeile (10) gilt voraussetzungslos®.

Um die syntaktische Giiltigkeit eines Arguments auszudriicken, verwendet
man das Zeichen . Man schreibt die Priamissen durch Beistriche getrennt zu
seiner Linken, die Konklusion zu seiner Rechten. Ein durchgestrichenes Folge-
rungszeichen, I/, bedeutet, dass das Argument nicht syntaktisch giiltig ist.

3.2 Bausteine

Priadikatbuchstaben A, B, C, D, Ay, Ay, As, ...

Individuenkonstanten a, b, ¢, d, a1, as, as, ...
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Individuenvariablen =z, y, z, x1, 2, 23, ...

Beliebige Namen u, v, w, uy, ug, usg, ...

(Aussagenlogische) Konnektive

In der Literatur sind fiir jedes Konnektiv unterschiedliche Schreibweisen
iiblich. Im Folgenden werden die verbreitetesten angefiihrt. Die jeweils er-
ste Schreibweise ist die in diesem Skriptum verwendete; die Leserin sollte
sich keinesfalls mit dem Auswendiglernen der iibrigen belasten, sondern
sie nur als Konnektive wiedererkennen, wenn sie in der weiterfithrenden
Literatur auf sie sto8t, um dann gegebenenfalls hier ihre Bedeutung nach-
schlagen kénnen.

A, & Konjunktion (,,und*)

V, | Disjunktion, Alternation (,oder ...oder beides“, nichtausschliefien-

des Oder)?. Das Zeichen fiir die Disjunktion kann man sich sehr leicht
merken, indem man an das lateinische Wort fiir das nichtausschlie-
Bende Oder denkt, vel. Dieses Wort beginnt mit einem ,,v*, und das
Zeichen V sieht tatséchlich aus wie ein ,,v*.

Negation (,nicht“, , Tilde“3)
Konditional (,,Pfeil“, ,wenn ...dann“,  hinreichende Bedingung*)*

Bikonditional (,,Doppelpfeil“, ,,genau dann ... wenn®, ,dann und nur
dann“)®

Das Bikonditional hat in unserer logischen Sprache eine Sonderstellung; wir
wollen es nicht als Teil der Sprache betrachten, sondern einen Ausdruck
der Form (¢ <+ 1) (wobei ¢ und 1 irgendwelche Sitze sind) als eine blofe
Abkiirzung fiir den ldngeren Ausdruck ((¢ — ¥) A (¥ — ¢)). Was dieser
Ausdruck bedeutet, wird erst im Folgenden klar.

Gruppierungszeichen (Klammern)
Die Klammern ,,(“ und ,,)“ werden zum Gruppieren von Sétzen verwendet.

Quantifikatoren (Quantoren)

A, V Universalquantifikator, Allquantor (,,alle“, ,fiir alle“). Den Allquan-

tor merkt man sich in seiner ersten Gestalt als ein etwas zu grofl
geratenes Und, A, in seiner zweiten Gestalt als ein auf den Kopf ge-
stelltes ,A“ (,,alle“).

V, 3 Existentialquantifikator, Existenzquantor (,es gibt mindestens

ein“). Den Existenzquantor merkt man sich als groles Oder bzw.
als auf den Kopf gestelltes ,E“ (,es gibt“).

2 Achtung: Der senkrechte Strich, ,,|*, wird hdufiger fiir den Sheffer-Operator (,NAND)
verwendet.

3 Das Zeichen ,~* heiBt , Tilde“.

Das Konditional wird auch ,,materiale Implikation“ genannt und wird allzu oft als ,,impli-

ziert* gelesen. Diese Lesart ist nicht wirklich korrekt.

Das Bikonditional wird oft als Aquivalenz gelesen, was zumindest ungenau ist.
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3.3 Formationsregeln

Die folgenden Produktionsregeln, die in beliebiger Reihenfolge und beliebig oft
angewandt werden diirfen, erzeugen alle Sitze der hier behandelten logischen
Sprache.

Erste Formationsregel: Jeder Pradikatbuchstabe, der von mindestens null
Individuenkonstanten oder beliebigen Namen gefolgt wird, ist ein Satz.
Die Anzahl der Individuenkonstanten und beliebigen Namen, die einem Pradikatbuchstaben
Stelligkeit folgen, ist seine Stelligkeit (engl. arity). Pridikatbuchstaben miissen einheitlich
verwendet werden, d.h. ein Pradikatbuchstabe darf nicht an unterschiedlichen
Stellen verschiedene Stelligkeit haben.

Satzbuchstabe Ein nullstelliger Pridikatbuchstabe wird auch Satzbuchstabe genannt. In der
Aussagenlogik Aussagenlogik treten nur nullstellige Prédikatbuchstaben auf.

Beispiele: A ist ein Satz, denn A ist ein Prédikatbuchstabe, dem keine (d.h. null)
Individuenkonstanten folgen.
Badbd ist ein Satz, denn B ist ein Pradikatbuchstabe, dem vier Individuen-
konstanten folgen. B ist somit ein vierstelliger Pradikatbuchstabe.
Caxb ist kein Satz. Zwar ist C' ein Pradikatbuchstabe, und a und b sind
Individuenkonstanten; jedoch ist x weder eine Individuenkonstante
noch ein beliebiger Name.
Caub ist ein Satz. C' ist ein Satzbuchstabe, a und b sind Individuenkonstan-
ten, und w ist ein beliebiger Name.

Zweite Formationsregel: Wenn zwei beliebige Gebilde ¢ und v° Sitze sind,
dann sind folgende Gebilde ebenfalls Sétze:

(¢ A ) Ein derartiges Gebilde heiit Konjunktion. Der Satz ¢ ist das erste,

Konjunkt der Satz 1 das zweite Konjunkt der Konjunktion.

(¢ V 9) Dieses Gebilde heifit Disjunktion. Der Satz ¢ ist das erste, der Satz
Disjunkt 1 das zweite Disjunkt der Disjunktion.
Antecedens (¢ — ) Ein solches Gebilde heifit Konditional. Der Satz ¢ ist das Antecedens,
Konsequens der Satz v das Konsequens des Konditionals.

Mit anderen Worten: Aus zwei bestehenden Sitzen kann man einen neuen
Satz erzeugen, indem man die beiden Satze nebeneinanderschreibt, zwi-
schen die beiden eines der Zeichen A%, ,V“ und ,—“ setzt und das so
entstandene Gebilde in Klammern setzt.

Anmerkung: Ein Gebilde der Form (¢ <> ) ist in unserer logischen Sprache kein
Satz, sondern blof} eine Abkiirzung fiir den Satz ((¢ — ¥)A(Y — ¢)).

Beispiel: Wihlen wir zwei beliebige Gebilde, ,, Fabc* und ,,*!*“. Verwenden wir die
griechischen Buchstaben ¢ und % als Abkiirzung fiir das erste bzw. das
zweite Gebilde. Gemifl Regel 3.3 ist das Gebilde (¢ A1), also (Fabe A +!x)
ein Satz, soferne sowohl ¢ als auch 1 ein Satz ist. Nun ist ¢, Fabc, geméaf

6 Die griechischen Buchstaben ¢ (Phi) und v (Psi) gehéren nicht zu unserer logischen
Sprache: Wir verwenden sie, um iiber die logische Sprache zu sprechen; damit sind sie Teil
der Metasprache (vgl. Seite 10).
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Beispiel:

Regel 3.3 ein Satz. Hingegen ist ¢, d.h. *!%, kein Satz. Aus Regel 3.3 kénnen
wir daher nicht schlielen, dass das Gebilde (FabcA %) ein Satz sei. Damit
ist noch nicht gezeigt, dass (Fabc A x!x) kein Satz ist; um das festzustellen,
miissten wir tiberpriifen, ob irgendeine der tibrigen Regeln dieses Gebilde
erzeugt. Die Leserin ist dazu eingeladen, das zu tun.

Betrachten wir zwei andere Gebilde, ,,(P A Fab)“ und ,, Addh*. Kiirzen wir
wieder das erste Gebilde mit ¢ und das zweite mit ¢ ab. Gemé&fl Regel 3.3
ist ¢ nur dann ein Satz, wenn sowohl P als auch Fab ein Satz ist. Beides ist
nach Regel 3.3 der Fall; somit ist ¢ ein Satz. dass 1 ebenfalls ein Satz ist,
folgt unmittelbar aus Regel 3.3. Da ¢ und v Sétze sind, ist gemafl Regel
3.3 auch das Gebilde (¢ — %), d.h. (P A Fab) — Addh), ein Satz.

Dritte Formationsregel: Wenn ein beliebiges Gebilde ¢ ein Satz ist, dann ist
- ebenfalls ein Satz.

Mit anderen Worten: Aus einem bestehenden Satz kann man einen neuen

Satz erzeugen, indem man ihm das Zeichen ,,—

“ voranstellt.

Vierte Formationsregel: Wenn ¢ eine Individuenkonstante, a eine Individu-
envariable und ¢(¢) ein Satz ist, in dem die Individuenkonstante ¢ min-
destens einmal vorkommt und in dem die Individuenvariable o nicht vor-
kommt, dann sind folgende Gebilde ebenfalls Sétze:

N ap(%) (,der Satz ¢ trifft auf jedes Ding a zu*)
V ap(L) (,der Satz ¢ trifft auf mindestens ein Ding o zu*)

Dabei bedeutet ¢(+), dass im Satz ¢ mindestens ein Vorkommnis der

L
«

Individuenkonstante ¢ durch die Individuenvariable « ersetzt wurde.

Etwas weniger exakt, aber bildlicher: Aus einem bestehenden Satz, in dem
eine bestimmte Individuenkonstante, z.B. a, vorkommt, kann man einen
neuen Satz erzeugen, indem man (a) die Individuenkonstante an minde-
stens einer Stelle durch eine Individuenvariable ersetzt, die in diesem Satz
nicht auftritt, und (b) eines der Zeichen ,A* und ,\/“, gefolgt von der
verwendeten Variable, vor den Satz schreibt.

Beispiel:

Beispiel:

Wir wollen aus dem Satz F'a — Ga einen Satz erzeugen, der den Quantor
/\ enthilt. Zu diesem Zweck wihlen wir eine Individuenvariable, die in
diesem Satz nicht vorkommt — der Einfachheit zuliebe gleich x. Anschlie-
Bend entscheiden wir uns fiir eine Individuenkonstante in unserem Satz,
die wir durch die Varieble x ersetzen wollen. Unsere Wahl fillt uns nicht
schwer, weil im Satz F'a — Ga nur eine einzige vorkommt, ndmlich a. Wir
miissen mindestens eines der Vorkommnisse dieser Konstanten durch die
gewahlte Variable ersetzen; wenn wir uns dazu entschlieBen kénnen, beide
Vorkommnisse zu ersetzen, gelangen wir zu Fx — Gx — dieses Gebilde ist
fiir sich allein kein Satz! Nun brauchen wir ihm nur noch den Quantor A,
gefolgt von der verwendeten Individuenvariable, x, voranzustellen. Das so
entstandene Gebilde ist A z(Fz — Gz). Dieses Gebilde ist ein Satz, weil
wir es geméafl Regel 3.3 erzeugt haben.

Betrachten wir die drei Gebilde ,,a“, ,z“ und ,,Fabacab“. Nennen wir das
erste Gebilde ¢, das zweite a und das dritte ¢(¢). Nun ist ¢ nach der Bau-
steindefinition in Kapitel 3.2 (Seite 14) eine Individuenkonstante, und « ist
eine Individuenvariable. Gemif Regel 3.3 ist ¢(¢) ein Satz, und die Indivi-
duenkonstante ¢ kommt in ¢(¢) tatsidchlich mindestens einmal, tatséchlich
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sogar dreimal, vor. Nach Regel 3.3 ist daher auch A\ zFabxczb ein Satz (1)
wurde an mindestens einer Stelle, tatsichlich sogar an zwei Stellen, durch
a ersetzt).

Fiinfte Formationsregel: Wenn ¢ und 7 (nicht notwendigerweise unterschied-
liche) Individuenkonstanten oder beliebige Namen sind, dann ist ¢ = 7 ein
Satz.

Sechste Formationsregel: Nichts anderes ist ein Satz.”

Die von den vorangehenden Formationsregeln gebildeten Sétze liegen in
Peano-Russell-Notation® oder Infiz-Notation vor. Diese Notation ist eine Klam-
merschreibweise, weil sie Mehrdeutigkeiten erlaubt, die nur mit Klammern auf-
gelost werden konnen; z.B. sieht man der Zeichenfolge P — @ A R nicht an, ob
damit der Satz P — (Q A R) oder der Satz (P — @) A R gemeint ist. Unse-
re Formationsregeln entschérfen dieses Problem insoferne, als sie uns zwingen,
stets Klammern zu setzen. Dennoch werden lidngere Sdtze in dieser Notation
sehr rasch uniibersichtlich — mit diesem Problem setzen sich die Kapitel 3.4 und
3.5 naher auseinander.

Es ist iiblich, zur Verringerung der Schreibarbeit die duflersten Klammern
eines Satzes (und nur diese) wegzulassen, also z.B. statt ((P A Q) — Q) ganz
einfach (PAQ) — @ zu schreiben. Obwohl das strenggenommen eine Verletzung
der Formationsregeln ist, wird das auch in diesem Skriptum meist so gehand-
habt.

In der Literatur kursieren zahlreiche weitere miteinander unvertragliche ,, Ver-
einfachungssysteme*, mit denen sich die Anzahl der Klammern weiter verringern
lasst. Gerade fiir Anfinger haben sie die gegenteilige Wirkung, sodass ich davon
absehe, ndher auf eines von ihnen einzugehen. Sobald der Leser mit der logi-
schen Sprache in der hier dargebotenen Form gut vertraut ist, wird es ihm sehr
leicht fallen, sich in der weiterfithrenden Literatur mit anderen Konventionen
vertraut zu machen.

3.4 Exkurs: Syntaxbidume

Syntaxbdume (Ausdrucksbaum, engl. parse tree) sind eine einfache Methode,
darzustellen, wie ein Satz mittels der Formationsregeln des vorangehenden Ka-
pitels erzeugt worden ist. Die grundlegende Gestalt eines Baums ist in Abbil-
dung 3.1 (Seite 19) dargestellt. Die Kreise in einem Baum heiflen Knoten, die
Linien Kanten, Zweige oder Aste. Der oberste Knoten ist die Wurzel des Baums.
Knoten, von denen keine Zweige weglaufen, werden Bldtter oder Endknoten ge-
nannt.

7 Ob man diese Regel verwendet, ist eine Frage der individuellen Metaphysik. Wenn man den
konstruktivistischen Standpunkt vertritt, dass die Regeln etwas erzeugen, das es vorher
nicht gegeben hat — nimlich Sdtze —, dann ist Regel 3.3 iiberfliissig. Vertritt man die
platonistische Ansicht, dass von den Dingen, die selbstindig existieren, bestimmte als
Satze ausgezeichnet werden, dann ist die Regel unbedingt erforderlich.

8 So benannt nach dem italienischen Mathematiker Giuseppe Peano und dem englischen Phi-
losophen Bertrand Russell, die die Konnektive in ihrer hier verwendeten Gestalt einfiihrten.
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Zum Syntaxbaum wird ein Baum dadurch, dass er den Entstehungsweg eines
Satzes ausdriickt. Gehen wir vom Satzbuchstaben P aus; er ist geméafl Regel 3.3
ein Satz. Abbildung 3.2 (Seite 20) zeigt einen Knoten, der diesen Satzbuchstaben

wiedergibt.

Abbildung 3.2: Baum fiir den Satz P

Dieser Knoten ist zugleich der Baum fiir den (kurzen) Satz P.

Die Formationsregel 3.3 erlaubt es uns, zwei bestehende Sétze zu einem
neuen zu verbinden, indem wir eines der zweistelligen Konnektive zwischen die
beiden schreiben. Wéhlen wir als Konnektiv das Und und als zweiten Satz den
Satzbuchstaben @), dann entsteht der Satz (PAQ). Dieser Satz ist eine Konjunk-
tion; in die Wurzel des Syntaxbaums wird daher das Und geschrieben. Da es sich
um ein zweistelliges Konnektiv handelt, laufen von der Wurzel zwei Kanten weg.
Die linke Kante lduft zu einem Teilbaum hin, der das linke Konjunkt darstellt;
da dieses ein einfacher Satzbuchstabe ist, ist der linke Teilbaum ein einfacher
Knoten. Ebenso verhélt es sich mit dem rechten Konjunkt. Den kompletten
Baum zeigt Abbildung 3.3 (Seite 20).

Abbildung 3.3: Baum fiir den Satz (P A Q)

Der Baum fiir den Satz (P A (Q V R)) ist etwas umfangreicher. Da auch
dieser Satz eine Konjunktion ist, wird die Wurzel mit dem Und beschriftet. Wie
im vorangehenden Beispiel ist das linke Konjunkt ein Satzbuchstabe, wird also
durch einen einfachen Knoten dargestellt. Das rechte Konjunkt ist allerdings ein
zusammengesetzter Satz, ndmlich eine Disjunktion. Der rechte von der Wurzel
ausgehende Knoten verlduft daher zu einem mit dem Oder beschrifteten Kno-
ten. Vom Oder-Knoten laufen seinerseits zwei Kanten weg, weil auch das Oder
ein zweistelliges Konnektiv ist. Jede dieser beiden Kanten verlduft zu einem
Teilbaum, der das linke bzw. das rechte Disjunkt wiedergibt. Der vollstéindige
Baum ist in Abbildung 3.4 (Seite 21) dargestellt.

Von einem Knoten fiir ein einstelliges Konnektiv lduft nur ein Zweig weg,
was fiir den Satz —(P A =P) in Abbildung 3.5 (Seite 21) gezeigt wird.
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Abbildung 3.4: Baum fiir den Satz (P A (Q V R))

Abbildung 3.5: Baum fiir den Satz —~(P A —P)
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Bei Quantoren geht man gerne so vor, dass man die Individuenvariable, die
neben dem Quantor steht, unter die eine und den quantifizierten Satz unter die
andere Kante des Knotens schreibt. Satz A 2(Fz — Gz) ist in Abbildung 3.6

(Seite 22) dargestellt.

@/

Abbildung 3.6: Baum fiir den Satz A z(Fx — Gx)

Baume im Allgemeinen und Syntaxbidume im Besonderen spielen in der In-
formatik eine sehr grofie Rolle. Hat man sich erst einmal an sie gewohnt, wird
man sie als eine iibersichtliche Darstellung von Aussagen schéiitzen, der man die
Struktur eines Satzes sofort ansieht und die dennoch ohne Klammern auskommt.

3.5 Exkurs: Polnische Notation

Der grofie Nachteil der verbreiteten Peano-Russell-Notation ist die Notwendig-
keit, viele Klammern zu verwenden, die lingere Sdtze schwer lesbar machen.
Die Syntaxbdume von Kapitel 3.4 sind zwar frei von Klammern und geben die
Struktur eines Satzes sehr deutlich wieder, brauchen aber recht viel Platz.

Lange vor dem Aufkommen von Syntaxbdumen publizierte der polnische
Logiker und Philosoph Jan Lukasiewicz (1878-1956) im Jahr 1930 eine Schreib-
weise, die ohne Klammern auskommt.” In dieser polnischen oder Prifiz-Notation
werden grundsétzlich Kleinbuchstaben als Satzbuchstaben verwendet. Es gibt
folgende Konnektive:

N die Negation

K die Konjunktion

A die Disjunktion; der Buchstabe ,A“ ist die Abkiirzung des Synonyms ,)Al-

ternation®.10

9 Zuriickverfolgen lisst sich die polnische Notation bis in die frithen 20-er Jahre, wihrend
derer Leon Chwistek und Jan Lukasiewicz sie unabhéngig voneinander erfanden.
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C das Konditional; den Buchstaben ,,C* kann man sich als Abkiirzung des
englischen Worts ,,conditional“ merken.
E das Bikonditional; den Buchstaben ,,E¢ kann man sich als Abkiirzung des

englischen Worts ,,equivalence“ merken.

In der polnischen Notation wird stets zuerst das Konnektiv und unmittelbar
danach der dazugehorende Satz bzw. die dazugehorenden Sétze geschrieben.

Beispiele: Peano-Russell-Notation ‘ Polnische Notation

(PAQ) | Kpg
(PAN(QVR)) | KpAgr
(PANQ)V R) | AKpgr

(P—Q)V(Q—P)) | ACpgCqp

Ein einfaches mechanisches Verfahren, um zu iiberpriifen, ob eine beliebige
Zeichenfolge ein wohlgeformter Satz in polnischer Notation ist, entdeckte 1950
Helmut Angstl.

Eine leichte Modifikation der polnischen Notation ist die umgekehrte pol-
nische Notation (UPN, Postfix-Notation), bei der das Konnektiv nicht vor, UPN
sondern nach die verbundenen Sitze geschrieben wird. Eingefiihrt wurde die
umgekehrte polnische Notation von der Firma Hewlett-Packard als damals ein-
zige Moglichkeit, komplexe Formeln einfach in Taschenrechner einzugeben. In
einigen Modellen lebt diese Notation bis heute.

3.6 Transformationsregeln (Schlussregeln)

Die Transformationsregeln bestimmen, wie ein Satz umgeformt (transformiert)
werden darf, ohne dass er die Eigenschaft zuzutreffen, so er diese besaf}, verliert.

Allgemein gibt es fiir jedes Konnektiv und fiir jeden Quantor eine Ein-
fiihrungs- und eine Beseitigungsregel. Eine Einfithrungsregel erlaubt es, auf FEinfihrungsregel
einen Satz zu schlieflen, in dem das betreffende Konnektiv oder der Quantor
vorkommt. Eine Beseitigungsregel erlaubt es, aus einem Satz zu schlielen, der
das betreffende Konnektiv oder den Quantor enthélt.

3.6.1 Regel der Annahme (A)

Jeder beliebige Satz darf angenommen werden. Eine Annahme beruht auf sich
selbst.

Beispiel: 1 (1) P—-Q A

Die laufende Nummer der Zeile ist 1. Da eine Annahme nur von sich selbst
abhéngt, scheint in der Prdmissenliste nur Satz 1 selbst auf. Wortlich

10 Ungliicklicherweise wird das Wort ,, Disjunktion“ im Rahmen der polnischen Notation an-
ders verwendet: Es bezeichnet dort das ausschlieffende Oder.
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bedeutet das: ,,Es ist erwiesen, dass Satz (1) unter der Voraussetzung gilt,
dass Satz (1) gilt* — eine nicht sehr spektakuldre Feststellung.

Gewonnen wurde der Satz mit Hilfe der Regel der Annahme, worauf das
,A“ am rechten Zeilenrand hinweisen soll.

Beispiel: Angenommen, Sokrates sei unsterblich.

3.6.2 Regel der Und-Einfiihrung (AE)

Wenn zwei Satze zutreffen, trifft auch die Konjunktion beider zu.

@
(4

(p A1)

beziehungsweise

@
(4

(W Ap)

Das Ergebnis einer Anwendung der Regel der Und-Einfiihrung beruht auf al-
len Annahmen, auf denen die beiden Sétze beruhen, auf die die Regel angewandt

wurde.
Beispiel: 1 1) P A
2 (2) @ A
L2 (3) PAQ L2AE
Beispiel: (1) Logik ist uninteressant.

(2) Die Sonne scheint.
(3) Also ist Logik uninteressant, und die Sonne scheint.

3.6.3 Regel der Und-Beseitigung (AB)

Wenn die Konjunktion beider Satze giiltig ist, dann ist jeder der beiden Sétze
auch fiir sich allein giiltig.
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(p A1)

2

beziehungsweise

(p A1)
(0

Das Ergebnis einer Anwendung der Regel der Und-Beseitigung beruht auf
allen Annahmen, auf denen der Satz, auf den die Regel angewandt wurde, be-
ruht.

Beispiel: 1 (1) PAQ A
I (2) P W:;

Beispiel: (1) Es regnet, und Logik ist interessant.
(2) Also ist Logik interessant.

3.6.4 Regel der Oder-Einfiihrung (VE)

Wenn ein Satz giiltig ist, dann ist jede Disjunktion giiltig, deren Disjunkt dieser
Satz ist.

2

VY

beziehungsweise

2

YV

Das Ergebnis einer Anwendung der Regel der Oder-Einfithrung beruht auf
allen Annahmen, auf denen der Satz beruht, auf den die Regel angewandt wurde.

Beispiel: 1 (1) Az(Fz — Gx) A
1 2 Az(Fz—Gx)vQ 1VE

Beispiel: (1) Es regnet.
) (2) Also regnet es, oder die Sonne scheint, oder beides.
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3.6.5 Regel der Oder-Beseitigung (VB)

Wenn ein Satz aus jedem Disjunkt einer Disjunktion folgt, dann folgt er aus der
Disjunktion erst recht.

(a) @V
() [l
© x
(d)  []
(e) X
(f) p%

Die mit (a) gekennzeichnete Disjunktion besteht aus den Disjunkten ¢ und
1. Das erste Disjunkt, ¢, wird in der mit (b) gekennzeichneten Zeile angenom-
men (deshalb die eckigen Klammern). Aus dieser Annahme wird die gewiinschte
Konklusion, x, die in Zeile (c) aufscheint, hergeleitet. Anschlieend wird in Zei-
le (d) das zweite Disjunkt, 1, angenommen. Auch aus ihm wird die gewiinschte
Konklusion, x, hergeleitet. Nachdem all das geschehen ist, steht fest, dass die
gewiinschte Konklusion, x, aus der gesamten Disjunktion erst recht folgt. Sie
wird daher in der Ergebniszeile (f) ein weiteres Mal angefiihrt.

Zitiert werden in Zeile (f) folgende Zeilen:

e die Zeile, in der die Disjunktion steht, d.h. Zeile (a)

die Zeile, in der das erste Disjunkt angenommen wird, d.h. Zeile (b)

die Zeile, in der die gewiinschte Konklusion in ihrer Herleitung aus der
Annahme des ersten Disjunkts steht, d.h. Zeile (c)

die Zeile, in der das zweite Disjunkt angenommen wurde, d.h. Zeile (d)

die Zeile, in der die gewiinschte Konklusion in ihrer Herleitung aus der
Annahme des zweiten Disjunkts steht, d.h. Zeile (e)

Das Ergebnis einer Anwendung der Regel der Oder-Beseitigung héngt von
folgenden Zeilen ab:

e von allen Annahmen, von denen die Disjunktion (a) abhéngt.

e von allen Annahmen, von denen die gewiinschte Konklusion (c) in ihrer
Herleitung aus dem ersten Disjunkt (b) abhiingt, aufler vom ersten Dis-
junkt (b) selbst.

e von allen Annahmen, von denen die gewiinschte Konklusion (e) in ihrer
Herleitung aus dem zweiten Disjunkt (d) abhingt, aufler vom zweiten
Disjunkt (d) selbst.
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Beispiel: 1 (1) (PAQ)V(PAR) A (a)
2 (2) PAQ A (b)
2 (3) P 2AB (c)
4 (4 PAR A (d)
4 (5) P 4NB (e)
1 (6) P 1,2,3,4,5VB

Die Disjunktion (a) lautet (P A Q) V (P A R). Ihr erstes Disjunkt, (P A Q),
wird in Zeile (b) — im Beispiel (2) — angenommen. In einem einzigen Schritt
gelingt es, daraus die gewiinschte Konklusion (c¢) — im Beispiel (3) — herzuleiten.
Das ist schon.

Danach wird das zweite Disjunkt, (P A R), in Zeile (d) — im Beispiel (4) —
angenommen. Auch aus ihm kann in einem einzigen Schritt die gewiinschte
Konklusion (e) — im Beispiel (5) — hergeleitet werden.

Nun steht fest, dass die gewiinschte Konklusion aus der Disjunktion folgt;
erstere wird daher in der Ergebniszeile — im Beispiel (6) — noch einmal ange-
schrieben.

Beispiel: Es regnet, und ich gehe ins Kino; oder
es ist schones Wetter, und ich gehe ins Kino.
Also gehe ich in jedem der beiden Fille ins Kino.

Inhaltlich motiviert sich die Regel der Oder-Beseitigung wie folgt:

Eine Disjunktion besagt, dass mindestens eines ihrer beiden Disjunkte zu-
trifft. Leider sieht man einer Disjunktion nicht an, welches Disjunkt das zu-
treffende ist. Um aus einer Disjunktion etwas schlieffen zu kénnen, miissen wir
daher beide Félle beriicksichtigen; diese Fallunterscheidung nimmt unsere Oder-
Beseitigung vor, indem sie zuerst den einen Fall ansetzt (das erste Disjunkt trifft
zu) und anschlieBend den zweiten Fall (das zweite Disjunkt trifft zu). Wenn in
jedem der beiden Fille dasselbe bewiesen werden kann (die , gewiinschte Kon-
klusion“), dann gilt das Bewiesene unbedingt: Denn mehr als die beiden unter-
suchten Fille gibt es nicht, und was in jedem Fall gilt, das gilt jedenfalls.!!

3.6.6 Regel der Pfeil-Einfithrung (— E)

Wenn es gelingt, aus einer Annahme ¢ und allfilligen Zusatzannahmen einen
Satz 1 herzuleiten, so folgt aus den Zusatzannahmen alleine (d.h. ohne ¢) der
Satz (o — 1).12

11 Dieser Satz stammt nicht von Hegel und sichert mir mit hoher Wahrscheinlichkeit einen
Platz in der Reihe der tiefgriindigen Philosophen.

12 Diese Behauptung ist eine Formulierung des Deduktionstheorems, das in diesem Text nicht
bewiesen wird. Die Giiltigkeit des Deduktionstheorem wurde 1930 von Jaques Herbrand
nachgewiesen.



28 KAPITEL 3. SYNTAX

(]

v
(o — 1)

Zitiert wird sowohl die Zeile, in der das Antecedens ¢ des Konditionals an-
genommen wird, als auch die Zeile, in der das aus dem Antecedens hergeleitete
Konsequens, v, aufscheint.

Das Ergebnis einer Anwendung der Regel der Pfeil-Einfithrung hingt von
allen Annahmen ab, von denen das Konsequens, 1, in seiner Herleitung aus der
Annahme des Antecedens, ¢, abhéingt, aufler von ¢ selbst.

Beispiel: 1 (1) PAQ A
1 (2 Q 1AB
3) (PAQ)—Q 1,2—FE

3.6.7 Regel der Pfeil-Beseitigung (— B, modus ponendo
ponens)

Wenn eine hinreichende Bedingung fiir einen Sachverhalt erfiillt ist, besteht
dieser.

(o — 1)
©
(0

Das Ergebnis einer Anwendung der Regel der Pfeil-Beseitigung beruht auf
allen Annahmen, auf denen die Séitze beruhen, auf die die Regel angewandt

wurde.
Beispiel: 1 (1) (P—=-@Q) A
2 (2) P A
1.2 (3) O 1,25 B

Beispiel: Wenn es jetzt hier regnet, dann ist
diese Strafle jetzt nass.
Es regnet jetzt hier.
Also ist diese Strafle jetzt nass.

3.6.8 Regel der Negationseinfithrung (—F, schwache re-
ductio ad absurdum)

Eine Annahme, die zu einem Widerspruch fiihrt, ist fehlerhaft und darf verneint
werden.
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Anmerkung: Ein Widerspruch ist ein Satz der Form (o A —¢). Widerspruch
(]

(¥ A )
%

Zitiert wird die Annahme, die zum Widerspruch gefiihrt hat, und der Wi-
derspruch selbst.

Das Ergebnis — einer Anwendung der Negationseinfithrung héngt von allen
Annahmen ab, von denen der Widerspruch abhéngt, aufler der Annahme, die
fiir den Widerspruch verantwortlich gemacht wird.

Beispiel: 1 1) P-Q A
2 (2) -Q A
3 3 P A
13 4 Q 1,3 B
123 (5) QA-Q 2,4AE
1,2 (6) =-P 3,5-F

In diesem Beispiel tritt in der Zeile (5) ein Widerspruch auf, @ A =Q. Dieser Wi-
derspruch hiingt — das sagt uns seine Prémissenliste — von den Annahmen (1), (2)
und (3) ab. Da ein Widerspruch nicht zutreffen kann, muss eine der Annahmen, die
zu ihm gefiihrt haben, unzutreffend sein. Welche Annahme das ist, bleibt dem Urteil
der Schlieenden iiberlassen; in unserem Beispiel hat sie sich dafiir entschieden, An-
nahme (3) als den Ubeltiiter zu identifizieren und folglich zu verneinen; das Verneinen
geschieht in Zeile (6). Die schuldige Annahme, (3), scheint auch nicht mehr in der
Priamissenliste von Zeile (6) auf.

3.6.9 Regel der Nicht-Nicht-Beseitigung (——B, duplex ne-
gatio confirmat)

Was auch immer nicht nicht der Fall ist, ist der Fall.

I
¢

Die Regel der Nicht-Nicht-Beseitigung ist theologisch und philosophisch nicht
unumstritten. Sie ist unbedingt erforderlich fiir den Beweis des tertium non da-
tur (F pV —p).

3.6.10 Regel der Allquantor-Einfiithrung (A E)

Wenn sich zeigen lésst, dass ein Satz fiir ein vollig beliebig gew#hltes Individuum
gilt, dann gilt er fiir jedes Individuum.
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Hierbei ist ¢ ein beliebiger Name und « eine Individuenvariable. (¢) ist ein
Satz, in dem ¢ vorkommt und in dem « nicht vorkommt. ¢(%) ist der Satz, der

entsteht, wenn jedes Vorkommnis von ¢ in ¢(¢) durch « ersetzt wird.

Einschrinkung: Der beliebige Name ¢ darf in keiner Annahme vorkommen, von der die
Konklusion, A ap(%), abhéngt; andernfalls wire ja ein bestimmtes Indi-

viduum gewéhlt, ndmlich das, fiir das die Annahme gilt.

Das Ergebnis einer Anwendung der Allquantor-Einfithrung hangt von allen
Annahmen ab, von denen der Satz abhéingt, auf den die Regel angewandt wurde.

Beispiel: 1 (1) Az(Fx—Gz) A
2 (2) AzFz A
1 3) Fu—Gu 1AB
2 (4) Fu 2\B
1.2 (5) Gu 3,4 B
1,2 (6) AzGz 5AE

Das Ergebnis der A E, Zeile (6), héingt ab von den Annahmen (1) und (2). In
keiner von beiden tritt das beliebige Individuum u auf, daher ist der Schritt der A\ E
zuléssig.

3.6.11 Regel der Allquantor-Beseitigung (A B)

Wenn eine Behauptung auf jedes Individuum zutrifft, dann trifft sie auf ein
einzelnes konkretes Individuum ,erst recht“ zu.

Aap(a)

(%)

« ist eine Individuenvariable, ¢ ist eine Individuenkonstante oder ein belie-
biger Name und ¢(a) ein Satz, in dem o vorkommt. ¢(%) ist der Satz, der
entsteht, wenn in ¢(a) jedes Vorkommnis von o durch ¢ ersetzt wird.

(1) AzFz A

1
Beispiel: T (3 Fa TAB

Beispiel: Alles ist eitel.
Also ist Logik eitel.

Die Allquantor-Beseitigung hat eine gewisse Verwandtschaft zur Und-Beseitigung.
Wenn es nur endlich viele Dinge gibt, dann ist eine Allaussage der Form , Alle In-
dividuen sind sterblich“ dquivalent zur Aussage ,,Das erste Individuum ist sterblich,
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und das zweite Individuum ist sterblich, und das dritte Individuum ist sterblich, und
das vierte Individuum ist sterblich, und das fiinfte Individuum ist sterblich, und das
sechste Individuum ist sterblich, und das siebente Individuum ist sterblich, und das
achte Individuum ist sterblich, und das neunte Individuum ist sterblich, und das zehn-
te Individuum ist sterblich, und das elfte Individuum ist sterblich, und das zwdolfte
Individuum ist sterblich, ..., und das zweiundvierzigste Individuum ist sterblich, ...,
und das letzte Individuum ist auch sterblich®. Diese Aussage ist eine Konjunktion.
Aus ihr mittels einer Und-Beseitigung zu schlielen ist dasselbe wie aus der Allaussage
mit der Allquantor-Beseitigung zu schliefen.

Die Aquivalenz zwischen einer Allaussage und einer Konjunktion geht im allge-
meinen Fall, in dem es unendlich viele Individuen geben kann oder in dem man gar
nicht weif}, wieviele Individuen es nun tatséchlich gibt, verloren, denn weder kann
man eine unendlich lange Konjunktion duflern, noch kann man eine Konjunktion auf-
schreiben, ohne zu wissen, wieviele Konjunkte sie hat. Dennoch sollte man nicht vollig
verdridngen, dass es einen Zusammenhang zwischen beiden gibt.

3.6.12 Regel der Existenzquantor-Einfithrung (\ F)

Wenn ein Pridikat auf ein bestimmtes Individuum zutrifft, folgt daraus, dass
es auf mindestens ein Individuum zutrifft.

0]
Vap(s)

¢ ist eine Individuenkonstante oder ein beliebiger Name, « eine Individuen-
variable und ¢(¢) ein Satz, in dem ¢ vorkommt. ¢ (%) ist der Satz, der entsteht,
wenn in ¢(¢) mindestens ein Vorkommnis von ¢ durch « ersetzt wird.

Das Ergebnis einer Anwendung der Regel der Existenzquantor-Einfithrung
h#ngt von allen Annahmen ab, von denen der Satz abhiingt, auf den die Regel
angewandt wurde.

Beispiel: 1 (1) FaAGa A
1 (2) Va(FzAGz) 1VE

Beispiel: Sokrates ist sterblich.
Also ist mindestens ein Individuum sterblich.

3.6.13 Regel der Existenzquantor-Beseitigung (\/ B)

Aus einer Existenzbehauptung ldsst sich mit Hilfe eines beliebigen Namens
schliefen. Wenn aus der Annahme, der behauptete Satz treffe auf ein vollig
beliebig gew#hltes Individuum zu, die gewiinschte Konklusion folgt, so folgt sie
auch aus der Existenzbehauptung selbst.

Eine Existenzbehauptung sagt aus, dass ein Satz'® ¢ auf mindestens ein Individu-
um zutrifft. Sie verrédt uns weder, wieviele solche Individuen es gibt, noch, um welche

13 Das Wort Satz ist an dieser Stelle nicht ganz korrekt bzw. im Sinn eines



32 KAPITEL 3. SYNTAX

Individuen es sich dabei handelt. Um aus der Existenzbehauptung dennoch etwas
schliefen zu koénnen, greifen wir willkiirlich eines der Individuen, auf die der Satz ¢
zutrifft, heraus und benennen es mit einem beliebigen Namen — ohne dabei festzulegen
oder zu wissen, um welches konkrete Individuum es sich handelt. Wenn es uns gelingt,
aus dieser vagen Aussage ,Der Satz ¢ trifft auf das Individuum w zu, ohne dass wir
wissen, was u eigentlich ist* irgendetwas zu schlieflen, dann folgt es tatsdchlich aus der
Existenzbehauptung.

(a)) Vap(a)

(b [o(%)] »typisches Disjunkt*
(© v
(d) ¥

« ist eine Individuenvariable, ¢ ein beliebiger Name und ¢(«) ein Satz, in dem
« vorkommt. ¢(%) ist der Satz, der entsteht, wenn in ¢(a) jedes Vorkommnis
von « durch ¢ ersetzt wird.

Einschrinkung: Der beliebige Name ¢ darf weder in der Existenzbehauptung oder in der
Konklusion, v, noch in einer der Annahmen vorkommen, von denen die
Konklusion, 1, in ihrer Herleitung aus dem typischen Disjunkt, (%),
abhéngt, aufier natiirlich in ¢(%) selbst.

Bei einer Anwendung der Regel der Existenzquantor-Beseitigung werden fol-
gende Zeilen zitiert:

e die Existenzbehauptung, (a)
e die Annahme des typischen Disjunkts, (b)

e die Konklusion (c) in ihrer Herleitung aus dem typischen Disjunkt
Das Ergebnis einer Existenzquantor-Beseitigung héngt ab von:

e allen Annahmen, von denen die Existenzbehauptung \/ ap(a), (a), abhéingt

e allen Annahmen, von denen die Konklusion (¢), ¥, in ihrer Herleitung aus
dem typischen Disjunkt (b), (%), abhéngt, aufer vom typischen Disjunkt

selbst
Beispiel: 1 (1) Vaz(FxAGz) A (a)
2 (2) FuAGu A (b)
2 (3) Fu 2\ B
2 (4) VaFz 3VE (c)
1 (5) VaFz 1,2,4\/B

natiirlichsprachlichen Satzes gemeint; richtig wére Prddikat. Damit werden wir uns aber
erst an spéterer Stelle auseinandersetzen.
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So wie die Allquantor-Beseitigung mit der Und-Beseitigung verwandt ist (vgl. Ka-
pitel 3.6.11, Seite 30), besteht eine Beziehung zwischen der Existenzquantor-Beseitigung
und der Oder-Beseitigung.

Wenn es nur endlich viele Individuen gibt, dann ist eine Existenzaussage dquivalent
zu einer Disjunktion.

Beispiel: Nehmen wir an, es gebe nur drei Dinge, die wir der Einfachheit halber a, b
und ¢ nennen wollen. In diesem Fall ist die Aussage ,,Es gibt mindestens ein
Nilpferd“ gleichwertig mit der Aussage ,,Das Ding a ist ein Nilpferd, oder das
Ding b ist ein Nilpferd, oder das Ding c ist ein Nilpferd“ (dabei ist das ,,Oder*
nichtausschlieBend, denn es kénnte ja mehr als ein Ding ein Nilpferd sein).

Da die Disjunkte einer solchen Disjunktion dieselbe Form haben (in obigem Beispiel
»- - -ist ein Nilpferd“) und sich nur darin unterscheiden, von welchem Individuum sie
sprechen, wire es Verschwendung von Arbeitskraft, eine vollstéindige Oder-Beseitigung
auszufiihren. Bei der Existenzquantor-Beseitigung wird die Oder-Beseitigung sozusa-
gen nicht fiir jedes Disjunkt ausgefiihrt, sondern nur ein einziges Mal fiir ein einziges
Disjunkt, das aber repréisentativ fiir alle anderen Disjunkte sein muss — das typische
Disjunkt. Um ein solches typisches Disjunkt zu erhalten, verwendet man anstelle eines
konkreten Namens (im obigen Beispiel a, b oder ¢) einen beliebigen Namen (z.B. u),
der fiir ein vollig beliebiges Individuum steht.

Dient die Existenzquantor-Beseitigung bei einem endlichen Individuenbereich mehr
der Bequemlichkeit (lange Disjunktionen sind unhandlich zu schreiben und zu besei-
tigen), ist sie im allgemeinen Fall, in dem es unendlich viele Individuen gibt oder in
dem die Individuenzahl nicht bekannt ist, unerlafilich: Eine unendlich lange Disjunk-
tion oder eine Disjunktion mit einer unbekannten Zahl von Disjunkten ldsst sich nicht
aufschreiben und daher erst recht nicht beseitigen. Hier ist ein typisches Disjunkt, das
alle Disjunkte der fiktiven unendlich langen Disjunktion vertritt, unerléflich.

3.6.14 Regel der Identititseinfithrung (= E)

Jede Individuenkonstante bezeichnet genau ein Individuum, und zwar wéihrend
einer gesamten Ableitung immer dasselbe Individuum. Diesen Sachverhalt darf
man aufschreiben, wenn man das fiir sinnvoll hélt:

Dabei ist ¢ irgendeine Individuenkonstante oder ein beliebiger Name.

Das Ergebnis einer Anwendung der Identitétseinfithrung héngt von keinen
Pramissen ab, weil es konstitutives Element der hier entwickelten logischen Spra-
che ist, dass ein Name wéhrend seiner Verwendung seinen Bezug nicht dndert.

Beispiel:
P M

Beispiel: Leibniz ist Leibniz.



34 KAPITEL 3. SYNTAX

3.6.15 Regel der Identititsbeseitigung (= B, Substitution
salva veritate)

Wenn zwei Namen denselben Gegenstand bezeichnen, dann kénnen die beiden
Namen beliebig gegeneinander ausgetauscht werden. Dieses Prinzip ist bekannt
als das Prinzip der Substitution salva veritate'?.

¢ und 7 sind (nicht notwendigerweise verschiedene) Individuenkonstanten
oder beliebige Namen, (1) ist ein Satz, in dem ¢ mindestens einmal vorkommt,
und (%) ist ein Satz, der entsteht, indem in (1) mindestens ein Vorkommnis
von ¢ durch 7 ersetzt wird.

Zitiert wird die Existenzbehauptung und der Satz, in dem die Ersetzung
vorgenommen wird.

Das Ergebnis einer Anwendung der Substitution salva veritate hingt von
allen Annahmen ab, von denen die Existenzbehauptung abhéngt, und von allen
Annahmen, von denen ¢(¢) abhéngt.

Beispiel: 1 (1) a=b A
2 (2) FanGa A
12 (3) FbAGh L,2=B

Beispiel: Platon ist der Autor von Menon.
Platon ist ein Philosoph.
Also ist der Autor von Menon ein Philosoph.

4 Badem sunt, quorum unum potest substitui alteri salva veritate (Leibniz): Dieselben sind,
deren eines fiir das andere eingesetzt werden kann, ohne dass darunter die Wahrheit [einer
Aussage] leidet, [in der diese Ersetzung vorgenommen wird].



Kapitel 4

Semantik

Semantik beschéftigt sich mit der Bedeutung der Zeichen und Ausdriicke einer
Sprache.

4.1 Semantik der Sprache der Aussagenlogik

Die Aussagenlogik ist jener Teil der Pridikatenlogik, der sich auf
nullstellige Prédikate beschrankt und auf Quantoren verzichtet.

Aussagenlogik enthélt daher folgende Elemente:

1. Satzbuchstaben (vgl. Kapitel 3.3, Seite 16)
2. Konnektive (vgl. Kapitel 3.3, Seite 16 und 3.3, Seite 17)

3. Gruppierungszeichen (Klammern)

Das vorliegende Kapitel behandelt die Semantik dieser aussagenlogischen
Teile der Prédikatenlogik.

4.1.1 Semantik der Satzbuchstaben

Satzbuchstaben sind nullstellige Pradikatbuchstaben, also Pradikatbuchstaben, Satzbuchstaben
denen keine Individuenvariablen und keine beliebigen Namen folgen.

Ein Satzbuchstabe steht fiir eine beliebige Aussage. So kann der Satzbuch-
stabe P fiir ,Es regnet“ stehen und der Satzbuchstabe @ fiir ,,Logik ist unin-
teressant”.

Eine der interessantesten Eigenschaften einer Aussage ist ihr Wahrheitsge-
halt. Die hier entwickelte logische Sprache trédgt dem Rechnung, indem ihre Wahrheit
Semantik den einzelnen Satzbuchstaben Wahrheitswerte zuordnet. Wir verwen- Wahrheitswert

35



Zuordnung

Sachverhalt
mogliche Welt

tatsdchliche Welt
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den zwei Wahrheitswerte, ndmlich wahr (abgekiirzt ,W* oder , T¢) und falsch
(abgekiirzt ,, F'“ oder ,, L “).

Wenn man jedem Satzbuchstaben aus einer Menge von Satzbuchstaben ge-
nau einen Wahrheitswert zuordnet, dann nennt man das — wenig iiberraschend —
Wahrheitswertzuordnung oder kurz Zuordnung. Man schreibt eine solche Zuord-
nung meist auf, indem man die Satzbuchstaben nebeneinanderschreibt, darunter
einen Strich zieht und darunter unter jeden Satzbuchstaben den Wahrheitswert
setzt, den man ihm zuordnet:

P Q@ R S T
w W F W F

Diese Zuordnung ordnet den Satzbuchstaben P, @ und .S den Wahrheitswert
wahr und den Satzbuchstaben R und 7' den Wert falsch zu.

Eine solche Wahrheitswertzuordnung nennt man auch Sachverhalt (engl.
state of affairs) oder — etwas ungliicklich — mdgliche Welt.

Die Bezeichnung Sachverhalt riihrt daher, dass die Sétze, indem sie wahr oder
falsch sind, einen Sachverhalt beschreiben. Betrachten wir die drei Sétze ,,Es regnet.“,
,Die Sonne scheint“ und ,,Die Strafle ist nass“, und nehmen wir an, dass der erste Satz
wahr, der zweite falsch und der dritte wahr ist; dann beschreibt diese Wahrheitswert-
zuordnung den Sachverhalt, dass es regnet, dass die Strafle regennass ist und dass die
Sonne nicht scheint.

Der Ausdruck mdgliche Welt stammt aus der Philosophie von Leibniz und hat
sich als Synonym fiir ,,Sachverhalt“ eingebiirgert. Wenn man die Wirklichkeit durch
Sétze vollstdndig beschreibt (soferne das iiberhaupt moglich ist) und diesen Sétzen
die ihnen tatséchlich zukommenden Wahrheitswerte zuordnet (soferne das iiberhaupt
méglich ist), dann nennt man diese Wahrheitswertzuordnung tatsichliche Welt (engl.
actual world).

4.1.2 Semantik der aussagenlogischen Konnektive

Semantik der Negation

Der Satz —y ist genau dann wahr, wenn ¢ falsch ist. Andernfalls ist —¢ falsch.

Das Verhalten der Negation wird den Leser nicht iiberraschen; sie wechselt einfach
den Wahrheitswert des Satzes, auf den sie angewandt wird: Aus einem wahren Satz
wird ein falscher und aus einem falschen ein wahrer.

Semantik der Konjunktion

Der Satz ¢ A v ist genau dann wahr, wenn sowohl ¢ als auch ¢ wahr ist. In
jedem anderen Fall ist ¢ A 1) falsch.
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Wenn wir in der deutschen Sprache zwei Sétze mit dem Wort ,,und“ verbinden,
dann meinen wir damit, dass beide Sétze zutreffen. Daher ist es fiir die Wahrheit einer
Konjunktion erforderlich, dass beide Konjunkte wahr sind.

Semantik der Disjunktion

Der Satz ¢ V 9 ist genau dann falsch, wenn sowohl ¢ als auch 1 falsch ist. In
jedem anderen Fall ist ¢ V 1) wahr.

Wenn wir zwei deutsche Sétze mit dem Wort ,,oder* (im nichtausschlieBenden Sinn)
verbinden, dann meinen wir damit, dass mindestens einer der beiden Sitze zutrifft.
Daher reicht es fiir die Wahrheit einer Disjunktion, dass ein einziges ihrer Disjunkte
wahr ist.

Semantik des Konditionals

Der Satz ¢ — 1 ist genau dann falsch, wenn ¢ wahr und 1 falsch ist. In jedem
anderen Fall ist ¢ — 1 wahr.!

Der Wahrheitswertverlauf des Konditionals ist auf den ersten Blick vielleicht etwas
iiberraschend. Es ist allerdings nicht schwer, seinen Sinn zu verstehen, wenn man
einerseits vor Augen hat, dass das Konditional die hinreichende Bedingung (und nur
sie) ausdriickt und nichts mit Kausalitdt oder &hnlich fragwiirdigen Dingen zu tun hat,
und wenn man andererseits folgender Uberlegung folgt:

Nehmen wir an, ich wette mit der Leserin um den Genuss eines Besens, dass es
morgen regnen wird. In diesem Fall kénnte ich folgende Aussage machen: , Wenn es
(morgen) regnet, dann fresse ich einen Besen®“. Wir wenden nun unser Augenmerk der
Frage zu, ob ich mit meiner Aussage gelogen (die Unwahrheit gesagt) habe oder nicht.
Es gibt vier Fille zu unterscheiden:

e Fs regnet, und ich nehme einen Besen zu mir.

In diesem Fall habe ich offensichtlich nicht gelogen, denn ich habe ja meine
Zusage, im Fall von Regen einen Besen zu mir zu nehmen, eingehalten. Meine

Aussage ist daher .

e s regnet, aber ich nehme keinen Besen zu mir.

In diesem Fall habe ich gelogen, denn ich habe meine Zusage nicht eingehalten.
Zu liigen heif3t, etwas Falsches zu sagen — meine Aussage ist daher .

o FEs regnet zwar nicht, ich nehme aber dennoch einen Besen zu mir.
In diesem Fall habe ich nicht gelogen. Meine Wette sah vor, dass ich im Falle
eines Regengusses auf jeden Fall einen Besen fresse. Bei Ausbleiben von Regen
steht es mir frei zu tun, was auch immer ich méchte. Da ich nicht gelogen habe,

ist meine Aussage .

1 Diese Definition ist die des Philo von Megara; vgl. Benson Mates: Stoic Logic, Berkeley:
University of California Press 1953 (=University of California Publications in Philosophy
26).
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e Fs regnet nicht, und ich esse auch keinen Besen.

Auch in diesem letzten Fall habe ich nicht gelogen. Der Verzehr des Besens wiire
nur dann meine Pflicht, wenn es tatsdchlich regnete; da es nicht regnet, kann
ich tun und lassen, was auch immer ich mochte. Ich habe nicht gelogen, also ist

meine Aussage | wahr |

Diese Aufstellung zeigt sehr klar: Ein Konditional ist nur dann falsch, wenn das An-
tecedens wahr und das Konsequens falsch ist.

‘Wahrheitstafeln

Wahrheitstafeln oder Wahrheitstabellen sind eine tabellarische (daher der Na-
me) und hoffentlich iibersichtliche Darstellung aller moglichen Wahrheitswert-
zuordnungen fiir die Satzbuchstaben einer Aussage. Es gibt Hinweise darauf,
dass bereits die Stoiker Wahrheitstafeln verwendet haben.? In unserer Zeit wur-
den Wahrheitstabellen vom amerikanischen Philosophen Charles Sanders Peir-

ce3 neu entdeckt.

Wenn eine Aussage aus n Satzbuchstaben zusammengesetzt ist, dann kann
jedem von ihnen der Wert W oder F' zugeordnet werden. Gibt es nur einen
einzigen Satzbuchstaben, z.B. P, dann gibt es nur zwei mogliche Zuordnun-
gen: % und %. Mit jedem weiteren Satzbuchstaben verdoppelt sich die Zahl
der Moglichkeiten, weil in jedem der bisherigen Félle der neue Satzbuchstabe
ebenfalls entweder W oder F' annehmen kann. Allgemein gibt es bei n Satz-
buchstaben daher 2 x ... x 2, d.h. 2" verschiedene Wahrheitswertzuordnungen.

—_———

n—mal

Eine Wahrheitstafel fiir einen einzigen Satzbuchstaben schreibt man auf,
indem man beide moglichen Zuordnungen fiir diesen Satzbuchstaben unterein-
ander schreibt:

P
W
F

Wenn nun ein weiterer Satzbuchstabe hinzukommt, spaltet man jede der
bisherigen Moglichkeiten auf:

P Q
W

F

SISO K

Diesen Schritt kann man beliebig oft wiederholen:

2 vgl. Benson Mates a.a.O. (siche FuBnote 1, Seite 37)

3 Die Tatsache, dass Peirce es war, der die Idee hatte, aussagenlogische Konnektive durch
elektrische Schaltungen auszudriicken, und der damit den Weg fiir den Computer ebnete,
verdient Beachtung. Ausgefiihrt wurde die Idee durch Peirces Schiiler Allan Marquand
(1853-1924).
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P Q R
W W W
F

F W

F

F W W
F

F W

F

Der Ubersichtlichkeit zuliebe fiillt man die Leerstellen, die durch das Aufspal-
ten einer Ausgangsmoglichkeit entstanden sind, mit den entsprechenden Wahr-
heitswerten:

Ny S S S Sy
M SSnen SISO
HEm=Em =TS

Wenn man am Anfang Schwierigkeiten mit dem Aufschreiben einer Wahrheitsta-
belle hat, geht man am besten folgendermaflen vor:

Man beginnt mit dem duflersten rechten Satzbuchstaben und schreibt abwechselnd
W und F in die jeweils néchste freie Zeile seiner Spalte, bis man 2" (n ist die Zahl
der Satzbuchstaben) Zeilen gefiillt hat. Anschliefend setzt man fort mit dem linken
Nachbarn des Ausgangssatzbuchstaben, nur verdoppelt man bei ihm die Zahl der in
jedem Schritt geschriebenen W und F’; d.h. statt in eine Zeile ein W und in die néchste
Zeile ein F' zu schreiben, schreibt man nun in zwei aufeinanderfolgende Zeilen je ein W
und danach in die nichsten beiden aufeinanderfolgenden Zeilen je ein F. Damit fihrt
man fort, bis man bei der letzten Zeile angelangt ist.

Auf diese Weise setzt man, in jeder Zeile die Zahl der aufeinanderfolgenden W bzw.
F' gegeniiber der zuvor geschriebenen Zeile verdoppelnd, fort, bis man alle Spalten
gefiillt hat.

Wer Freude an bindrer Arithmetik hat, kann sich beim Aufstellen einer Wahrheits-
tabelle noch leichter behelfen, indem er bindr von 2" — 1 auf 0 hinabzihlt. Jede der
Binérzahlen driickt eine der Zeilen der Wahrheitstabelle aus; jede Binérstelle einer
Binérzahl benennt den Wert der entsprechenden Spalte dieser Zeile der Wahrheitsta-
belle: Lautet sie 1, schreibt man ein W, andernfalls ein F' in die entsprechende Spalte.

Um eine Wahrheitstabelle fiir drei Satzbuchstaben aufzuschreiben, miisste man
daher mit 23 — 1 = 7, binér 111, beginnen. Die dezimalen und binéren Zahlen sowie
die entsprechenden Zeilen der Wahrheitstafel lauten wie folgt:

111
110
101
100
011
010
001
000

O NWROION
T EEEE
TS S S S
NSRS mSn s
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Ublicherweise schreibt man eine Wahrheitstafel nicht nur zum Vergniigen
auf, sondern als Hilfe, um den Wahrheitswertverlauf eines Satzes verfolgen zu
konnen. Betrachten wir als Beispiel den Satz P A Q. Da dieser Satz nur zwei
Satzbuchstaben enthilt, gibt es 22, also vier verschiedene Zuordnungen von
Wahrheitswerten zu diesen Satzbuchstaben. Wir stellen eine Wahrheitstabelle
auf:

RTINS R
mEm IO

Da uns der Werteverlauf fiir den Satz P A @ interessiert, fiigen wir unserer
Tabelle fiir ihn eine weitere Spalte hinzu:

P
w
w
F

F

An die Stelle jedes Fragezeichens wollen wir den Wahrheitswert schreiben,
den der Satz PAQ fiir die in der betroffenen Zeile genannte Zuordnung annimmt.

Die erste Zeile der Wahrheitstabelle driickt die Zuordnung %% aus. Nach
der Definition in Kapitel 4.1.2 (Seite 36) ist eine Konjunktion wahr, wenn beide
Konjunkte wahr sind. Wir konnen damit die erste Zeile ergénzen:

P Q|PAQ
W W | W
W F ?
F W ?
F F ?

Da nach der Definition in Kapitel 4.1.2 eine Konjunktion in allen anderen
Féllen falsch ist, fallt es uns nicht schwer, die Tabelle fertigzustellen:

P Q|PAQ
W W] W
W F| F
F W| F
F F| F

Nach dieser Vorbereitung sind wir in der Lage, fiir alle Konnektive unserer
logischen Sprache Wahrheitstafeln aufzuschreiben:

PrQ

M s S
SRR Fa
Moy S >
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P Q|PVvQ
w W w
w F w
Fw w
F F F
Disjunktion
P Q| P—=Q
w o w | W
w F F
F W| W
F F W
Konditional
P | -P
Wi F
F|W
Negation

Je komplexer ein Satz ist, desto mehr Arbeit bedeutet es, fiir ihn eine Wahr- komplexe Sdtze
heitstafel aufzustellen. Versuchen wir unser Gliick an (P — Q) V R. Dieser
Satz ist eine Disjunktion; das linke Disjunkt ist das Konditional P — @, das
rechte Disjunkt der Satzbuchstabe R. Da in diesem Satz drei Satzbuchstaben
auftreten, wird die Wahrheitstabelle 23, also acht Zeilen umfassen:

P Q R|(P—>QVR
W W W ?
W W F ?
W F W ?
W F F ?
F W W ?
F W F ?
F F W ?
F F F ?

Um die Wahrheitstabelle fiir die Disjunktion bilden zu kénnen, miissen wir
den Wahrheitswert des linken und den des rechten Disjunkts kennen. Das rechte
Disjunkt ist der Satzbuchstabe R; sein Wahrheitswert steht bereits in der R-
Spalte. Um die Ubersicht nicht zu verlieren, schreiben wir den Wert dennoch
unter das rechte Disjunkt:

P Q R|(P=QVR
W W W W
W W F ?F
W F W ?W
W F F ?F
F W W ?W
F W F ?F
F F W ?W
F F F ?F
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Diese Information reicht noch nicht aus, um den Wahrheitswert der Disjunk-
tion zu berechnen; wir benotigen noch den Wahrheitswert des linken Disjunkts,
also des Konditionals P — @. Um ihn zu errechnen, benétigen wir Kenntnis
der Wahrheitswerte von Antecedens und Konsequens. Da beide Satzbuchstaben
sind, kénnen wir ihren Wahrheitswert sofort anschreiben:

P Q R|(P=>QVR
W W W [ W?W?IW
W W F|W?W?F
W F W|W?F?W
W F F|W?F?F
F W W|F?W?W
F W F|F?2W?F
F F W|F?F?wW
F F F|F?F?F

Mittels der Definition des Konditionals (Kapitel 4.1.2, Seite 37) kénnen wir
nun den Wahrheitswertverlauf des linken Disjunkts, d.h. des Konditionals P —
Q, errechnen:

P Q R|(P-QVR
W W W WWW?IW
W W F|WWW?F
W F W|WFF?W
W F F|WFF?F
F W W|FWW?W
F W F|FWW?F
F F W|FWF?W
F F F|FWF?F

Ehe wir den Wahrheitswert der Disjunktion berechnen, lassen wir zur bes-
seren Ubersicht die Spalten mit den Zwischenergebnissen wieder weg:

P Q R|(P-QVR
W W W | W W
W W F W ?F
W oF W F W
W F F F ?F
F W W| W W
F W F W ?F
F F W| W W
F F F W ?F

Da wir nun den Werteverlauf sowohl des linken als auch des rechten Disjunkts
kennen, kénnen wir den der Disjunktion ausrechnen:
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P Q R|(P—>Q VR
W W W W WW
W W F W WF
W F W F WW
W F F F FF
F W W W OWW
F W F W WF
F F W W OWW
F F F W WF

In der Theorie schreibt man, sobald man ein wenig Ubung hat, nicht mehr
alle Zwischenergebnisse auf; man sollte dabei aber nicht zu weit gehen, weil
man leichter die Ubersicht verliert, als man vielleicht den Eindruck hat. In der
Praxis schreibt man, sobald man ein wenig Ubung hat, iiberhaupt keine Wahr-
heitstafeln mehr auf. Diese mechanische und fehleranfillige Arbeit nimmt einem
miihelos jeder Computer ab.

Ein Satz, der ungeachtet der Wahrheitswerte der in ihm vorkommenden
Satzbuchstaben immer wahr ist, heiit Tautologie.

Eine Tautologie ist z.B. der Satz (P A Q) — Q:

Q| (PAQ) Q

NSy
o Sy S
===31

4.1.3 Exkurs: Alle aussagenlogischen Konnektive

Die in diesem Skriptum behandelte Sprache umfasst die Konnektive =, A, V
und —. Unsere Semantik, die jedem Satzbuchstaben einen der Werte W und F'
zuordnet, erlaubt viel mehr Konnektive. Dieses Kapitel beschéftigt sich mit der
Frage, welche und wieviele Konnektive es geben konnte, ob sie alle in irgendeiner
Hinsicht sinnvoll sind oder nicht und ob es einen Grund gibt, warum sich unsere
logische Sprache auf die genannten Konnektive beschréankt.

Beginnen wir mit den einstelligen Konnektiven, d.h. mit jenen Konnektiven,
die mit einem einzigen Satz verbunden sind. Hier kennen wir nur die Negation,
—. Sie hat die Wahrheitstafel

|
W | F
F W

Gibt es einstellige Konnektive, die eine andere Wahrheitstafel haben? Die
Antwort lautet offensichtlich ja; wir konnen folgende Wahrheitstafeln bilden:

| Ko | K |

F W
Flw

o =6
=g
e

Tautologie
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Das erste Konnektiv ist unsere Negation; es kehrt den Wahrheitswert des
Satzes um, auf den es angewandt wird. Das zweite Konnektiv gibt es in unserer
Sprache nicht; es liefert in jedem Fall den Wert F'. Das dritte Konnektiv liefert
stets W; auch ein solches Konnektiv fehlt in unserer logischen Sprache. Das
letzte Konnektiv, K4, ldsst den Wahrheitswert des Satzes, auf den es angewandt
wird, unverindert. Auch iiber dieses Konnektiv verfiigen wir nicht.

Wie sehr fehlen uns die fehlenden Konnektive? Nun, man mag argumentie-
ren, dass die Konnektive K5 bis K4 nutzlos seien. Da Nutzen keine philosophi-
sche Kategorie ist, sollten wir einen anderen Zugang suchen: Kann man mit Hilfe
der Konnektive K5 bis K, irgendetwas ausdriicken, was man ohne sie nicht aus-
driicken kann? Erfreulicherweise ist das nicht der Fall. Mochte man einen Satz
© so umformulieren, dass er stets falsch ist (das entspricht Konnektiv Ks), dann
schreibt man ganz einfach ¢ A —p. Dieser Ausdruck ist zwar etwas lang, aber
wenn die Leserin die Wahrheitstabelle fiir ihn aufstellt, wird sie sehen, dass er
tatséichlich konstant falsch ist.

Méchte man aus ¢ einen konstant wahren Satz formen (K3), so schreibt man
ganz einfach z.B. ¢V —¢. Auch das ist ldnger als es ein eigenes Konnektiv wire,
erspart uns aber das Auswendiglernen tiberfliissig vieler logischer Zeichen.

Wie man vorgehen muss, um Konnektiv K4, das den Wahrheitswert eines
Satzes unverdndert ldsst, nachzuahmen, moge der Leser selbst herausfinden. Ein
kleiner Tip: Man muss iiberhaupt nichts tun.

Bei den zweistelligen Konnektiven ist der Sachverhalt komplizierter. Die Le-
serin wird gebeten, an dieser Stelle innezuhalten und zu iiberlegen, wieviele
zweistellige Konnektive es geben mag, pathologische Fille mit eingeschlossen

(also z.B. ein zweistelliges Konnektiv, das immer W liefert).
Die aufwendigste Methode, die gesuchte Anzahl herauszufinden, besteht dar-

in, alle Moglichkeiten aufzuschreiben und anschlielend zu zéhlen:

o Y | Ko| K| K| Ks|Ky|Ks|Ks | Kr
w w|F |\ W|F |W|F|W|F |W
w F|\F|F|\W|W|F|F |W|W
F W|F\|F | F | F | W | W|W|W
r F|F|F|F | F|F|F|F|F
e Y ‘KS‘KQ‘Klo‘KH‘KlQ K13‘K14‘K15
w w|F|\W| F | W | F | W]|F |W
w F|F | F | W | W]|F F w | W
r W| F | F F F w | w | w W
F Frw |\ w|\w | w, | w | W, | Ww|W

Wie man sieht, gibt es sechzehn zweistellige Konnektive. Wirklich {iberraschend
ist das nicht: Eine Wahrheitstafel fiir ein zweistelliges Konnektiv hat vier Zeilen.
In der ersten Zeile muss das Konnektiv entweder W oder F' liefern; fiir die erste
Zeile gibt es also zwei Moglichkeiten. Auch in der zweiten Zeile muss einer der
beiden Wahrheitswerte stehen; die Zahl der Moglichkeiten in der ersten Zeile
wird daher verdoppelt (2 x 2). Dadurch, dass auch in der dritten Zeile einer der
zwei Werte W und F' steht, wird das Zwischenergebnis erneut verdoppelt — wir
stehen bei 2 X 2 x 2. Da auch in der letzten Zeile einer der zwei Fille auftreten
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muss, verdoppelt sich die Zahl der Mo6glichkeiten ein letztes Mal, und wir landen
bei 2 x 2 x 2 x 2, das ist 2* bzw. sechzehn.

Da diese Liste vollstindig ist, miissen auch die drei zweistelligen Konnektive
unserer logischen Sprache darin auftreten: K3 ist die Konjunktion, ,A“, K7 ist
die Disjunktion, ,,V*, und K3 ist das Konditional, ,—“. dass es die iibrigen
Konnektive in unserer logischen Sprache nicht gibt, sagt nichts iiber ihre Sinn-
haftigkeit aus. Einige der sechzehn Konnektive erfreuen sich grofler Bedeutung
und haben auch eigene Namen. Besonders wichtig sind Konnektiv Kg, das NOR
oder Nichtoder, und Konnektiv K14, NAND oder Nichtund.* Konnektiv Kg, das
ausschliefende Oder (,entweder ...oder", lateinisch aut), hat in der Kryptolo-
gie (Verschliisselung) eine hervorragende Stellung inne; es ist dort als Vernam-
Chiffrierschritt (unvollstindige Addition) bekannt.® Die Leserin moge dariiber
nachdenken, welche der iibrigen Konnektive in welcher Weise bedeutsam sein
konnten.

Unabhéingig von der Frage, ob alle sechzehn Konnektive in irgendeiner Hin-
sicht sinnvoll sind, ldsst sich wie bei den einstelligen Konnektiven die Frage
stellen, welche von ihnen ndétig sind. Dazu ist folgende Definition hilfreich: Eine
Menge von Konnektiven heif3t funktional vollstdndig, wenn sich mit Hilfe die-
ser Konnektive jedes andere Konnektiv ausdriicken ldsst. Die Menge unserer
Konnektive, {—, A,V, —} ist funktional vollstindig. Es wiire eine gute Ubung,
an dieser Stelle innezuhalten und zu versuchen, einige der sechzehn moglichen
Konnektive mit den Konnektiven unserer logischen Sprache auszudriicken.

Ist man des Denkens iiberdriissig, kann man sich folgendes Verfahrens bedie-
nen: Man bildet fiir jede Wahrheitswertzuordnung, bei der das zur Diskussion
stehende Konnektiv den Wert W liefert, eine Konjunktion. Das linke Konjunkt
ist der Satz ¢, wenn die Zuordnung dem Satz ¢ den Wert W zuordnet, und
der Satz —p, wenn sie ihm den Wert F' zuordnet. Das rechte Konjunkt lautet
1, wenn die Zuordnung dem Satz 1 den Wert W zuordnet, und —, wenn sie
ihm F' zuordnet. Zuletzt werden alle so entstandenen Konjunktionen zu einer
Disjunktion verbunden.

Zur Klarung wollen wir das Konnektiv K77 betrachten. Es liefert fiir drei
Zuordnungen den Wert W, namlich fiir %%, fiir %% und fiir %% Fiir jede
dieser Zuordnungen miissen wir in der geschilderten Weise eine Konjunktion
bilden. Die erste Konjunktion lautet (¢ A ¢), weil die erste Zuordnung beiden
Sétzen den Wert W zuordnet. Die zweite Konjunktion ist (¢ A =), weil die
zweite Zuordnung dem ersten Satz W und dem zweiten Satz F' zuordnet. Die
dritte und letzte Konjunktion hat die Gestalt (—p A —tp), weil die dritte Zuord-
nung beiden Sétzen den Wert F' zuordnet. Wenn man die drei Konjunktionen zu
einer Disjunktion verbindet, gelangt man zu ((¢ A1) V (@ A=) V (= A —1h)S.
Zur Kontrolle kann man fiir diesen Satz eine Wahrheitstafel aufstellen; sie hat

4 NAND- und NOR-Schaltungen spielen in der Schaltungstechnik aus Griinden, die Kapi-
tel 4.1.4 (Seite 47) enthiillen wird, eine dominierende Rolle.

5 nach Gilbert S. Vernam (1890-1960), einem Angestellten von AT&T, der 1917 den ersten
Fernschreiber-Chiffrierzusatz nach Konnektiv K¢ baute (US-Patent 1.310.719).

6 Unsere Formationsregeln erfordern es, dass man jede Disjunktion klammert. Da (PV Q) V
RFPV(QVR)und PV(QVR)F (PVQ)V R gilt, ist es gleichgiiltig, wie wir die
Disjunktionen klammern.

NOR
NAND

Sfunktional vollstindig
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denselben Verlauf wie das Konnektiv K.

Ein Sonderfall ist das Konnektiv Ky; da es in keiner Zeile den Wert W
liefert, ist das Verfahren nicht anwendbar. Es ist dennoch sehr einfach, Ky mit
den bekannten Konnektiven nachzuahmen, indem man z.B. ¢ A —¢ oder — weil
man beide Sétze unterbringen mochte — (o A =) A 1 schreibt.

4.1.4 Exkurs: Funktionale Vollstindigkeit

Wie im vorangehenden Kapitel bereits kurz angerissen, nennt man eine Menge
von Konnektiven genau dann funktional vollstdndig, wenn sich mit Hilfe die-
ser Konnektive alle anderen Konnektive ausdriicken lassen. Die Menge unserer
Konnektive, {—, A, vV, =}, ist funktional vollstindig. Wir wollen untersuchen, ob
es auch andere funktional vollstéindige Konnektivmengen gibt und — wenn ja —
ob darunter eine ist, die weniger Konnektive enthélt als die vier bekannten.

Nun, eine erste Reduktion ist sehr einfach. Auf Seite 45 ist es uns gelungen,
ein Verfahren anzugeben, mit dem alle Konnektive blof§ mit =, A und V ausge-
driickt werden konnen. Daher ist es unmittelbar klar, dass die Menge {—, A, V}
funktional vollsténdig ist. Das ist insoferne ein erfreuliches Ergebnis, als wir auf
das mancherorts unbeliebte Konditional verzichten kénnten.

Wenn es uns gelinge, eines der Konnektive der Menge {—, A, V} durch die
beiden anderen auszudriicken, dann kénnten wir eine noch kleinere funktional
vollstdndige Konnektivmenge bilden. An dieser Stelle wire wieder einmal eine
gute Gelegenheit, innezuhalten und ein wenig nachzudenken: Ist es moglich, das
Oder nur mit Hilfe des Nicht und des Und auszudriicken?

Ein Satz der Form ¢ V1) sagt aus, dass mindestens eines der beiden Disjunkte
zutrifft. Wenn mindestens ein Disjunkt zutrifft, dann kann es nicht der Fall sein,
dass beide Disjunkte nicht zutreffen. Das kann man aufschreiben: —(—¢ A —)).”
Diese Aussage aber enthilt kein Oder mehr — wir haben unser Ziel erreicht und
gezeigt, dass schon die Menge {—, A} funktional vollstéindig ist.

Ubrigens sind auch die Mengen {=,—} sowie {—, v} funktional vollstéindig
— der Nachweis bleibt der Leserin zur Ubung iiberlassen.

Die Suche nach funktional vollstdndigen Mengen ist keine sinnleere Spielerei;
vielen Menschen fillt es schwer, sich logische Zeichen auswendig zu merken. Fiir
sie ist es eine grofle Beruhigung zu wissen, dass man mit nur zwei Konnektiven
eine logische Sprache aufbauen kann, die um nichts weniger ausdrucksstark ist
als die hier vorgestellte mit ihren vier Konnektiven.

Wire es denkbar, die Zahl der Konnektive noch weiter zu verringern, also
eine funktional vollstéindige Menge zu finden, die nur ein einziges Konnektiv
umfasst? — So iiberraschend das ist, die Antwort lautet ja.

Erinnern wir uns an Konnektiv K14, fiir seine Freunde NAND. Mit seiner
Hilfe ldsst sich jedes andere Konnektiv ausdriicken. Die Verneinung —¢ wird

7 Wer mir nicht glaubt, wird ersucht, die Wahrheitstabelle von ¢V und die von —(—¢@ A=)
zu vergleichen oder die beiden Argumente ¢ V ¢ - =(—¢ A =) und =(—p A ) F o V¢
herzuleiten. Die Feststellung, dass diese beiden Argumente giiltig sind, ist als Satz von De
Morgan bekannt (nach dem englischen Mathematiker Augustus De Morgan, 1806-1871).
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formuliert als ¢ NAND ¢, und die Konjunktion ¢ A1 als (¢ NAND ) NAND
(¢ NAND 1) — der Zweifler moge sich einmal mehr mit einer Wahrheitstabelle
von der Wahrheit meiner Behauptung iiberzeugen. Da wir mittels des NAND
sowohl das Nicht als auch das Und ausdriicken kénnen, konnen wir mit seiner
Hilfe in der Tat jedes Konnektiv ausdriicken, weil wir ja bereits gezeigt haben,
dass die Menge {—, A} funktional vollstéindig ist. Somit ist auch die Menge
{NAND} funktional vollstéindig.

Ein Konnektiv, dessen Einermenge funktional vollstéindig ist, das alleine
also ausreicht, alle anderen Konnektive auszudriicken, wird Sheffer-Funktion
genannt. Eine andere Shefferfunktion ist das Nichtoder, NOR.

4.2 Semantischer Schlussbegriff I: Aussagenlo-
gik

Ein Schluss ist genau dann semantisch giiltig, wenn es keine Inter-
pretation gibt, unter der alle Pramissen wahr sind, die Konklusion
aber falsch ist. Gibt es hingegen mindestens eine solche Interpre-
tation, ist der Schluss semantisch ungiiltig.

Von Leibniz stammt folgender kurzer Merksatz: Aus Wahrem folgt nur Wah-
res.

Semantische Giiltigkeit wird durch das Zeichen =% ausgedriickt, das wie
das Zeichen fiir syntaktische Giiltigkeit, ,,F“, zwischen die Priémissen und die
Konklusion geschrieben wird. Um auszudriicken, dass ein Argument nicht se-
mantisch giiltig ist, streicht man das Zeichen durch: }~.

Der Schluss ,,Alle Katzen sind Hunde; Sokrates ist eine Katze; also ist So-
krates ein Hund* ist semantisch giiltig; denn wéren beide Pramissen wahr, d.h.
wéren alle Katzen Hunde und wére Sokrates eine Katze, dann wére auch die
Konklusion wahr: Sokrates wére ein Hund.

Der Schluss ,,Sokrates ist der Autor von Menon; also ist Platon ein Philo-
soph“ ist semantisch nicht giiltig: Es ist ohne weiteres denkbar, dass die Pramisse
wahr ist, d.h. dass Sokrates den Menon schrieb, dass die Konklusion aber falsch
ist, dass Platon also kein Philosoph ist.

Um die semantische Giiltigkeit eines in der Sprache der Aussagenlogik® for-
mulierten Arguments zu untersuchen, muss man sich alle Zuordnungen von
Wahrheitswerten zu den im Argument vorkommenden Satzbuchstaben vorneh-
men und fiir jede dieser Zuordnungen die Wahrheitswerte aller Pramissen und
der Konklusion betrachten: Gibt es auch nur eine einzige Zuordnung, die al-
le Priamissen wahr macht, die Konklusion aber falsch, dann ist das Argument
ungiiltig; andernfalls ist es giiltig.

Man nennt jede Zuordnung, bei der alle Pramissen wahr sind, bei der die
Konklusion aber falsch ist, ein Gegenbeispiel fiir das Argument. Fiir ein giiltiges

8 zum Nachweis der semantischen Giiltigkeit eines pridikatenlogischen Arguments vgl. Ka-

pitel 4.7 (Seite 58).

Sheffer-Funktion

semantische Giiltigkeit ei-
nes aussagenlogischen Ar-
guments

Gegenbeispiel
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Argument gibt es kein Gegenbeispiel, denn so ist ja die semantische Giiltigkeit
definiert.

Um nicht den Uberblick zu verlieren, wird man eine Liste aller moglichen
Zuordnungen bilden. Betrachten wir das Argument P — Q,Q — R, P+ R. In
diesem Argument treten drei Satzbuchstaben auf, P, @ und R. Jedem von ihnen
kann entweder der Wahrheitswert W oder F' zugeordnet werden. Insgesamt gibt
es daher 2 x 2 x 2 = 8 Zuordnungen. Sie sehen wie folgt aus:

M EEE ST
HHEE NN E IO
IO IENI Y I

Unsere Aufgabe besteht darin, zu untersuchen, ob auch nur eine einzige
dieser acht Zuordnungen ein Gegenbeispiel fiir unser Argument ist und damit
das Argument als semantisch ungiiltig erweist.

Es ist zweckméfig, sowohl jeder Pramisse als auch der Konklusion eine eigene
Spalte in unserer nun wachsenden Tabelle zu gewéhren:

erste Pramisse | zweite Pramisse | dritte Pramisse | Konklusion
P Q@ R P—-Q Q— R P R
W W W ? ? ?
W W F ? ? ? ?
W F W ? ? ? ?
W F F ? ? ? ?
F W W ? ? ? ?
F W F ? ? ? ?
F F W ? ? ? ?
F F F ? ? ? ?

Die erste neu hinzugekommene Spalte soll mit den Wahrheitswerten der
ersten Pramisse, P — @, fiir die einzelnen Wahrheitswertzuordnungen gefiillt
werden. Wir kommen zu folgendem Ergebnis:

erste Pramisse | zweite Pramisse | dritte Pramisse | Konklusion
P Q@ R P—Q Q—R P R
W W W W —-W ? ? ?
W W F W —-W ? ? ?
W F W W — F ? ? ?
W F F W — F ? ? ?
F W W F—-W ? ? ?
F W F F—-W ? ? ?
F F W F—F ? ? ?
F F F F—F ? ? ?
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Ist einem der Wahrheitswertverlauf des Konditionals bekannt, schreibt man
ohne grofle Miihe das ,,Endergebnis“ der ersten Pramissenspalte nieder. Es sieht
wie folgt aus:

erste Pramisse | zweite Pramisse | dritte Pramisse | Konklusion
P Q@ R P—-Q Q—R P R
W W W W ? ?
W W F W ? ? ?
W F W F ? ? ?
W F F F ? ? ?
F W W W ? ? ?
F W F w ? ? ?
F F W A\ ? ? ?
F F F W ? ? ?

In derselben Weise verfahrt man fiir die beiden verbleibenden Pramissenspalten

und fiir die Konklusionsspalte. Die Tabelle nimmt folgende Gestalt an:

erste zweite dritte Konklu-

Préamisse | Prédmisse | Pramisse sion
P Q@ R P—-Q Q—R P R
W W W \WY% W W A% erste Zuordnung
W W F \WY% F \W% F zweite Zuordnung
W F W F W W W dritte Zuordnung
W F F F A% W% F vierte Zuordnung
F W W \WY% A% F \WY% fiinfte Zuordnung
F W F \WY% F F F sechste Zuordnung
F F W \WY% W F W siebente Zuordnung
F F F \WY% A% F F achte Zuordnung

Die erste Zuordnung, das ist jene, die allen drei Satzbuchstaben den Wert
W zuordnet, ordnet allen drei Pramissen ebenfalls den Wert W zu. Auch der
Konklusion ordnet sie W zu.

Da es keine weitere Zuordnung gibt, die alle Pramissen wahr werden lasst,
wissen wir bereits, dass das untersuchte Argument giiltig ist: Es ist tatséchlich
der Fall, dass alle Zuordnungen, die alle Pramissen wahr machen (im Beispiel
gibt es nur eine solche Zuordnung, eben die erste) auch die Konklusion wahr
machen. Wir schreiben daher P — Q,Q — R, P = R.

4.3 Eigennamen

Eigennamen sind sprachliche Zeichen, die die Aufgabe haben, genau ein Indi-
viduum zu bezeichnen. Eigennamen, die diese Aufgabe nicht erfiillen, sollen im
Folgenden nach Gottlob Frege als Scheinnamen bezeichnet werden. Ein Schein-
name ist z.B. ,Pegasus“, denn Pegasus, das gefliigelte Pferd, existiert nicht;
daher ist es nicht der Fall, dass das Zeichen ,,Pegasus® genau ein Individuum
bezeichnet.

Scheinname
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Die Beziehung, die zwischen einem Namen und dem Gegenstand besteht,
den dieser Name bezeichnet, heiflit wenig {iberraschend Namensbeziehung oder
Namensrelation. Eine Namensbeziehung besteht z.B. zwischen dem Namen ,,So-
krates“ und einem bekannten griechischen Philosophen.

Die Annahme, dass an einer Namensrelation nur zwei Komponenten beteiligt
sind, ndmlich der Name und das Benannte, ist jedoch eine — wahrscheinlich
unzulédssige — Vereinfachung, die zu vielen Problemen fiihrt. Dieses Thema wird
in Kapitel 5.3 (Seite 73) néher behandelt.

Es lassen sich verschiedene Arten von Eigennamen unterscheiden.

4.3.1 Eigentliche Eigennamen (rigid designators)

Als eigentliche Eigennamen bezeichnet man solche Namen, die auch in der Um-
gangssprache als Eigennamen bezeichnet werden, also Ausdriicke wie ,,Sokra-
tes“, , Immanuel Kant“, , Groucho Marx“ oder ,,Pegasus“. Der letzte dieser vier
ist ein Scheinname.

4.3.2 Kennzeichnungen (definite descriptions)

Kennzeichnungen oder bestimmte Beschreibungen haben die Aufgabe, genau ein
Ding zu beschreiben und damit zu benennen. Beispiele sind ,,der gegenwirtige
Konig von Frankreich“ (ein Scheinname), ,der (gegenwirtige) osterreichische
Bundeskanzler®, ,die grofite Primzahl® (ein Scheinname) oder ,die kleinste
Primzahl“.

4.3.3 Pronomen im Singular

Auch sie haben die Aufgabe, genau ein Ding zu bezeichnen. Beispiele sind ,,ich,
er“ oder . dieser da‘“.

Namensrelation

4.3.4 Kollektive Eigennamen (mass terms, non count nouns,

singularia tantum)

Kollektive Eigennamen sind Namen, die nur im Singular auftreten, fiir Dinge,
die nicht gezéhlt werden.

Beispiele: ,,Wasser“, , Butter®, , Blut“

Warum bezeichnen Worter wie ,, Wasser* genau ein Ding? Nun, man kann
alles Wasser, das es gibt, gegeben hat und geben wird, als einen diskontinuier-
lichen, vierdimensionalen, in der Raum-Zeit verstreuten Gegenstand auffassen,
der den Namen , Wasser“ tragt.
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4.4 Pradikate

Ein Pradikat im logischen Sinn ist eine Aneinanderreihung von Wortern einer
natiirlichen Sprache, die mindestens null Leerstellen enthélt und die zu einem
Aussagesatz der natiirlichen Sprache wird, wenn in jede Leerstelle ein Eigenna-
me eingesetzt wird. Die Zahl der Leerstellen, die ein Pradikat enthilt, ist die
Stelligkeit des Pradikats.

Existenz ist kein Pridikat.?

Leerstellen werden im Folgenden durch das Auslassungszeichen ,,  “ ge-
kennzeichnet. Enthélt ein Satz mehrere Leerstellen, werden sie numeriert, lauten
also,,_ 1%, ,,_ o“ usw.

Nach oben stehender Definition sind folgende Gebilde Pradikate:

e Sokrates ist ein Mensch.“

Dieser Satz enthilt keine Leerstelle und ist daher ein nullstelliges Pridikat.

e ., ist ein Nilpferd.“

Diese Folge von Wortern enthélt eine Leerstelle und ist somit ein einstel-
liges Pradikat. Wird in eine Leerstelle ein Eigenname eingesetzt (z.B. ,,die
gegenwiirtige Konigin von England“), so entsteht ein Satz der natiirlichen
Sprache (im Beispiel ,,Die gegenwértige Konigin von England ist ein Nil-
pferd®).

“

e, ist kleiner als __ o

Diese Folge von Wortern enthélt zwei Leerstellen und ist damit ein zwei-
stelliges Prddikat. Wird in eine der Leerstellen ein Eigenname eingesetzt,
entsteht ein einstelliges Priadikat, z.B. ,Platon ist kleiner als __ “ oder
,»__ ist kleiner als Sokrates“. Wird in beide Leerstellen je ein Eigenna-
me eingesetzt, entsteht ein Satz der deutschen Sprache, z.B. ,Sokrates ist
kleiner als Platon“ oder ,,Sokrates ist kleiner als Sokrates“.

43

e ., liegt zwischen _ o5 und __ 3.

Wie man unmittelbar sieht, ist diese Folge von Woértern ein dreistelliges
Pradikat.

Haben mehrere Leerstellen dieselbe Nummer, bedeutet das, dass in sie der-
selbe Name eingesetzt werden muss. So driickt z.B. das Pridikat ,,_ 1 liebt
__ 1% die Eigenschaft der Eigenliebe aus.

4.5 Quantoren

Betrachtet man die Sétze ,Alles ist eitel* und ,Jemand ist eitel“ sowie das
Pradikat ,,_ ist eitel”, so scheint es, als wéiren die Worter ,,alles“ und ,,jemand“
Eigennamen, geeignet, die Leerstellen von Pridikaten auszufiillen.

9 Es ist Aufgabe weiterfiihrender Literatur, sich diesem Sachverhalt zuzuwenden.

Stelligkeit
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Eine einfache Uberlegung lehrt, dass dem nicht so ist. Betrachten wir fol-
genden scheinbaren Schluss:

Jemand ist der Autor von Sein und Zeit.
Ich sah das Bild von jemandem.
Also sah ich das Bild des Autors von Sein und Zeit.

Die erste Pramisse stimmt. Das Buch Sein und Zeit hat tatséchlich einen
Autor. Auch die zweite Pramisse trifft zu: Ich habe jemandes Bild gesehen,
nédmlich das Bild Kaiser Franz Josephs. Und doch ist der Schluss nicht korrekt —
ich habe das Bild des Autors von Sein und Zeit ndmlich nicht gesehen.

Steht im obigen Schluss an der Stelle des Wortes ,,jemand® ein Eigenname,
dann ist der Schluss korrekt:

Groucho Marx ist der Autor von Sein und Zeit.
Ich sah das Bild von Groucho Marx.
Also sah ich das Bild des Autors von Sein und Zeit.

Das zeigt, dass das Wort ,,jemand® von anderer Art als ein Eigenname sein
muss.

Diese Erkenntnis ist nicht allzu {iberraschend. In der Tat meinen wir auch im
taglichen Leben, wenn wir einen Satz der Form ,,Jemand hat mir meine Geldta-
sche gestohlen® &uflern, nicht, dass genau eine Person, die den Namen ,, Jemand*“
tragt, ein Eigentumsdelikt beging; was wir sagen méchten ist vielmehr, dass es
mindestens eine Person gibt, die diesen Frevel auf sich lud.

Ahnlich verhilt es sich mit den Wortern ,,jeder, ,,alles“, ,alle“ oder ,,nichts®.
Der Satz , Jeder ist sterblich* bedeutet nicht, dass Frau Jeder vergéinglich ist,
sondern vielmehr, dass das Pradikat ,,ist sterblich® wahr wird, welchen Eigen-
namen auch immer wir in die Leerstelle einsetzen.

Der Satz ,Nichts ist unsterblich“ bedeutet nicht, dass ein geheimnisvolles
Individuum namens , Nichts“ ewig lebt, sondern vielmehr, dass das Pradikat
,»___ ist unsterblich“ zu einem falschen Satz wird, iiber welches Individuum
auch immer wir es aussagen mogen, oder anders formuliert: dass wir kein Ding
finden koénnen, das unsterblich ist.

Ausdriicke, die sich nicht auf ein bestimmtes Individuum beziehen, sondern
die eine Aussage dariiber erlauben, auf wieviele Individuen ein Priadikat zutrifft,
heiflen Quantifikatoren oder Quantoren. Mithin sind Worter wie ,alle®, , jeder,
,hichts“,  niemand“, keiner“, ,viele“ oder ,, wenige“ Quantoren.

4.6 Semantik der Sprache der Pradikatenlogik

4.6.1 Das Diskursuniversum

Die Sprache der Pradikatenlogik wird dazu verwendet, iiber bestimmte Indivi-
duen zu sprechen. Die Menge der Individuen, iiber die gesprochen wird, heif3t
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LTSUNIVETSUm Diskursuniversum (englisch universe of discourse oder domain). Quantifizierte
Aussagen sind relativ zum Diskursuniversum zu verstehen: Der Satz , Alles ist
eitel“ bedeutet, dass jedes der zur Diskussion stehenden Dinge eitel ist.

Das Diskursuniversum kann endlich viele Individuen (z.B. lebende Philoso-
phen), aber auch unendlich viele Individuen (z.B. Zahlen) enthalten. Das Dis-
kursuniversum darf aber nicht leer sein.!?

Wenn das Diskursuniversum sinnvoll wenige endlich viele Individuen enthélt, 1dsst
es sich graphisch veranschaulichen, indem man die Individuen aufschreibt und eine
geschlossene Linie um sie herum zieht.

Das Diskursuniversum von Abbildung 4.1 (Seite 54) umfasst zwolf Dinge, ndmlich
die Meerjungfrau Arielle, die ésterreichischen Politiker Schiissel, Vranitzky und Haider,
Dumbo, Walt Disneys fliegenden Elephanten, die Zahl fiinf, den Kater Garfield, den
griechischen Gott Apoll, den Unternehmer Dagobert Duck und die drei Philosophen
Sokrates, Platon und Aristoteles.

4.6.2 Individuenkonstanten

Jede der Individuenkonstanten a, b, ¢, ..., a1, ag, as, ...bezeichnet genau ein
Individuum. Ein Individuum kann auch von mehr als einer Individuenkonstante
bezeichnet werden. Ebenso ist es moglich, dass es ,,namenlose* Individuen gibt,
die von keiner Individuenkonstante bezeichnet werden; das ist zum Beispiel dann
der Fall, wenn das Diskursuniversum die Menge der reellen Zahlen ist: Obwohl
es unendlich viele Individuenkonstanten gibt, gibt es ,,noch mehr* reelle Zahlen,
sodass es gar nicht moglich wiére, fiir jedes Individuum eine Individuenkonstante
zu finden.

Eine Moglichkeit, den Individuen des Diskursuniversums von Abbildung 4.1 (Sei-
te 54) Individuenkonstanten zuzuordnen, findet sich in Abbildung 4.2 (Seite 55).

Die Beziehung, die zwischen einer Individuenkonstante und dem von ihr
bezeichneten Individuum besteht, ist eine zweistellige Namensrelation (vgl. Ka- Namensrelation
pitel 4.3, Seite 50).

Die Namensrelationen des vorangegangenen Beispiels sind in Abbildung 4.3
(Seite 56) dargestellt.

4.6.3 Pradikatbuchstaben

Ein einstelliges Pradikat trifft auf bestimmte Individuen zu. Die Menge der FExtension eines einstel-
Individuen, auf die das Pradikat zutrifft, heilt Fxtension des Prdadikats. ligen Pradikats

Beispiel: Wenn das Diskursuniversum die Zahlen 1 bis 10 enthélt, dann
ist die Extension des Pradikats ist ungerade® die Menge
{1,3,5,7,9}.

”

10 Es gibt Logiken, die den Umgang mit einem leeren Diskursuniversum gestatten (z.B. freie
Logik, siehe K. Lambert: ,,On the philosophical foundations of free logic*, Inquiry 24, Sei-
te 147 ff. oder Lothar Kreiser/Siegfried Gottwald/Werner Stelzner: Nichtklassische Logik,
Berlin: Akademie 21990, Seite 353 ff.). Da sie methodisch komplizierter und zudem weniger
verbreitet sind, wiren sie in einem Einfiihrungsskriptum fehl am Platz.
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Arielle, die Meerjungfrau

Schiissel Dumbo

Sokrates Vranitzky
. Platon Haider die zahl 5
Aristoteles !
Apoll  Garfield

Dagobert Duck
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Arielle, die Meerjungfrau<-------------- a
[DITT1 2] o7s P s
Dagobert Duck <---------- e d
Garfield - g
Schilsse] < --rsrmrrr e |
Vranitzky <o b
Haider <---------commmome e h
die Zahl 5 <--------rreme e f
Apoll =TT o
Platon < -------ocrremeee e D
Sokrates < - o

Aristoteles < ccciriiireeeeeeeeeeeeeeeeeeees c



4.6. SEMANTIK DER SPRACHE DER PRADIKATENLOGIK 57

Ein zweistelliges Priadikat wird wahr, wenn in seine beiden Leerstellen die
Namen von bestimmten Individuen eingesetzt werden. So wird zum Beispiel das
Pradikat ,,_ ist grofler als _ “ wahr, wenn in die erste Leerstelle der Name
»,Wien“, in die zweite Leerstelle der Name , Stixneusiedl“ eingesetzt wird. Zwei
Individuen, durch Einsetzung deren Namen ein zweistelliges Préadikat erfiillt
wird, kann man zu einem geordneten Paar zusammenfassen, im Beispiel zum
Paar (Wien, Stixneusiedl).!! Die Extension des zweistelligen Pridikats ist die Ezxtension eines 2weistel-
Menge aller geordneten Paare (7, d) von Individuen « und § aus dem Diskursu- ligen Prddikats
niversum, auf die das Pradikat zutrifft.

Beispiel: Wenn das Diskursuniversum die Zahlen 1, 2, 3 und 4 enthélt, dann
ist die Extension des Pradikats ,, ;1 ist kleiner als __ 5 folgende
Menge: {(1,2),(1,3),(1,4),(2,3),(2,4), (3,4)}

Allgemein ist die Extension eines n-stelligen Pridikats die Menge aller ge- FExtension eines n-stelligen
ordneten n-Tupel (y,71,...,vn), sodass das Pridikat wahr wird, wenn Namen Pridikats
fiir die Individuen ~; bis -, in dieser Reihenfolge seine Leerstellen ausfiillen.

Beispiel: Wenn das Diskursuniversum die Zahlen 1, 2, 3, 4
und 5 enthédlt, ist die Extension des Préadikats ,_ 1

liegt unmittelbar zwischen _ 5 wund _ 3“ die Menge

{(2,1,3),(2,3,1),(3,2,4),(3,4,2), (4,3,5), (4,5,3) }.

4.6.4 'Wahrheitsregeln fiir Priadikate

1. Ein Satz ¢t, wobei ¢ ein einstelliger Prédikatbuchstabe und ¢ eine In-
dividuenkonstante ist, ist genau dann wahr, wenn das von ¢ bezeichnete
Individuum ein Element der Extension von ¢ ist. Andernfalls ist ¢ falsch.

2. Ein Satz ¢t1te, wobei ¢ ein zweistelliger Prédikatbuchstabe ist und ¢q
sowie to Individuenkonstanten sind, ist genau dann wahr, wenn das ge-
ordnete Paar (7y1,72), bei dem ~; das von ¢; und 7, das von ¢ bezeichnete
Individuum ist, ein Element der Extension von ¢ ist. Andernfalls ist @19
falsch.

3. Ein Satz ¢t1,t2, ..., t,, wobei ¢ ein n-stelliger Priadikatbuchstabe ist und
t1 bis ¢, Individuenkonstanten sind, die in dieser Reihenfolge die Indi-
viduen y; bis 7, bezeichnen, ist genau dann wahr, wenn das geordnete
n-Tupel (v1,72,...,7n) ein Element der Extension von ¢ ist. Andernfalls
ist @iy, 9, ..., L, falsch.

11 Die spitzen Klammern deuten an, dass es sich um ein geordnetes Paar handelt. Ein geord-
netes Paar ist einer Menge &hnlich, jedoch ist in einer Menge die Reihenfolge der Elemente
gleichgiiltig, in einem geordneten Paar nicht. Mit anderen Worten, die Mengen {Wien,
Stixneusiedl} und {Stixneusiedl, Wien} sind identisch; die Paare (Wien, Stixneusiedl) und
(Stixneusiedl, Wien) sind unterschiedliche Paare.

In der Tat ist die einzige Forderung, die man an ein Paar stellt, folgende:

Az Avi Az Ava((z1,y1) = (z2,52) < (21 =22 Ay = 2))

Obwohl in einer Menge die Reihenfolge der Elemente gleichgiiltig ist, ldsst sich das geordne-
te Paar auf eine Menge zuriickfithren: Die Menge {{z}, {z,y}} erfiillt die vorher genannte
Anforderung und ist damit eine addquate Formulierung des geordneten Paars. Wer Lust
dazu hat, moége versuchen, das zu beweisen.
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4.6.5 Quantoren

Die folgende Definition ist nicht vollig zufriedenstellend. Sie driickt aber gut
aus, worum es geht, und reicht daher fiir den Anfang.'?

1. Ein Satz der Form A ap(«), wobei « eine Individuenvariable und ¢(«)
ein Satz ist, in dem « mindestens einmal vorkommt, ist genau dann wahr,
wenn der Satz (%), also der Satz, der entsteht, wenn in ¢(a) alle Vor-
kommnisse der Variablen « durch eine Individuenkonstante ¢ ersetzt wer-
den, wahr ist unabhéngig von der Tatsache, welches Individuum die Kon-
stante ¢ bezeichnet. Andernfalls, d.h. wenn es mindestens ein Individuum
gibt, das den Satz ¢(¢) — ¢ ist dabei ein Name fiir dieses Individuum —
falsch macht, ist der Satz A ap(a) falsch.

In etwas weniger formaler Form: Der Satz /\ ap(ev) ist ganz einfach genau dann
wahr, wenn der Satz ¢ auf jedes Individuum zutrifft. Andernfalls ist er falsch.

2. Ein Satz der Form \/ ap(«) ist genau dann wahr, wenn der Satz A a—¢(a)
falsch ist. Andernfalls ist \/ ap(«) falsch.

4.7 Semantischer Schlussbegriff 11: Pradikatenlogik

In Kapitel 4.2 (Seite 47) haben wir uns damit befasst, aussagenlogische Argu-
mente auf ihre semantische Giiltigkeit hin zu untersuchen. In diesem Kapitel
wollen wir unsere Untersuchung auf die volle Priadikatenlogik ausdehnen.

Hier zur Erinnerung noch einmal die Definition semantischer Giiltigkeit:

Ein Schluss ist genau dann semantisch giiltig, wenn unter der Vor-
aussetzung, dass alle Prdmissen wahr sind, auch die Konklusion
wahr ist (,Aus Wahrem folgt nur Wahres“). Andernfalls ist der
Schluss semantisch ungiiltig.

Um die Wahrheit eines Satzes der Aussagenlogik zu kennen, reicht es aus,
die Wahrheit der in ihm vorkommenden Satzbuchstaben zu kennen. Mit dieser
Information ldsst sich der Wahrheitswert des ganzen Satzes errechnen. Um al-
le Moglichkeiten zu priifen, in denen die Pramissen theoretisch alle wahr sein
konnen und die Konklusion falsch sein kann, reicht es aus, alle Zuordnungen von
Wahrheitswerten zu allen im Satz auftretenden Satzbuchstaben zu untersuchen.

Die Préadikatenlogik besteht aus weitaus mehr Komponenten. Um den Wahr-
heitswert eines prédikatenlogischen Satzes feststellen zu konnen, benétigt man
folgende Informationen:

12 Eine vollig zufriedenstellende Definition findet sich z.B. in Benson Mates: Elementare Lo-
gik. Pradikatenlogik der ersten Stufe, Gottingen: Vandenhoeck & Ruprecht 21978 (=Mo-
derne Mathematik in elementarer Darstellung 9), Seite 85, Punkte 8 und 9.
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1. Welche Individuen gibt es?

Diese Information liefert das Diskursuniversum (vgl. Kapitel 4.6.1, Sei-
te 52).

2. Welche Individuen bezeichnen die Individuenkonstanten?

Diese Information liegt in Gestalt von Namensrelationen vor (vgl. Kapi-
tel 4.6.2, Seite 53).

3. Welche Wahrheitswerte haben die Satzbuchstaben?

Diese Information liefert eine Wahrheitswertzuordnung, wie wir sie aus
der reinen Aussagenlogik kennen (vgl. Kapitel 4.1.1, Seite 36).

4. Welche Pradikate treffen auf welche Individuen zu?

Diese Information liefern die Extensionen der Priadikate (vgl. Kapitel 4.6.3,
Seite 53).

All diese Informationen liefert einem eine Interpretation: Ein geordnetes
Quadrupel (D, N, A, P) heifit genau dann Interpretation eines pridikatenlogischenlnterpretation
Satzes S, wenn folgende Bedingungen zutreffen:

1. D ist ein Diskursuniversum, d.h. eine Menge von beliebigen Individuen

2. N ist eine Menge von Namensrelationen, d.h. von geordneten Paaren
(1,0), bei denen ¢ eine Individuenkonstante und § ein Individuum, also
ein Element des Diskursuniversums ist; dabei darf N fiir jede Individu-
enkonstante hochstens eine Namensrelation enthalten (andernfalls wire
die Individuenkonstante mehrdeutig, also ein Scheinname). Fiir jede In-
dividuenkonstante, die im interpretierten Satz S vorkommt, muss N eine
Namensrelation enthalten, weil der Satz sonst einen Scheinnamen enthiel-
te, der nichts bezeichnet.

3. A ist eine Menge von Satzbuchstaben, denen der Wahrheitswert W zu-
geordnet wird. Satzbuchstaben, die nicht in A enthalten sind, wird der
Wert F' zugeordnet.

4. P ist eine Menge von geordneten Paaren (¢, £), bei denen ¢ ein Pridikatbuchstabe
und £ die Extension dieses Priadikatbuchstaben ist; dabei darf P fiir je-
den Pridikatbuchstaben hochstens ein solches Paar enthalten (andernfalls
wire das Priadikat mehrdeutig). Fiir jeden Priidikatbuchstaben, der im in-
terpretierten Satz S vorkommt, muss P ein solches Paar enthalten, weil
der Satz sonst ein unversténdliches Prédikat enthielte.

Beispiel: Wir wollen eine Interpretation (D, N, A, P) fiir den Satz /\ zFzAFa bilden. Das
Diskursuniversum D koénnen wir frei wihlen; entscheiden wir uns fiir {Frege,
Russell, Carnap, Quine, Sokrates, Garfield}. Die Menge N muss fiir alle
im Satz vorkommenden Individuenkonstanten eine Namensrelation enthalten.
Unser Beispielsatz enthélt blofl die Individuenkonstante a. Wenn wir uns dafiir
entscheiden, a das Individuum Sokrates bezeichnen zu lassen, dann lautet die
Namensrelation (a, Sokrates). Da der Satz keine weiteren Individuenkonstanten
enthilt, ist die Menge {(a, Sokrates)} als Komponente N ausreichend. Zwar
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wiire es zuléssig, noch weitere Namensrelationen aufzunehmen — z.B. (b, Quine) —
doch brichte das keinen Vorteil.

Satzbuchstaben kommen im zu interpretierenden Satz keine vor. Wir verwenden
fiir A der Einfachheit halber die leere Menge, {}. Das bedeutet, dass keinem
einzigen Satzbuchstaben der Wert W zugeordnet wird.

Nun sind nur noch die Pradikatbuchstaben offen. Der zu interpretieren-
de Satz enthélt einen einstelligen Pradikatbuchstaben, F. Die Extension
eines einstelligen Priadikatbuchstabens ist die Menge der Dinge, die unter
dieses Pradikat fallen — entscheiden wir uns willkiirlich fiir Frege, Russell,
Carnap, Quine und Sokrates. Wir nehmen daher das geordnete Paar (F,
{ Frege, Russell, Carnap, Quine, Sokrates}) in die Komponente P unserer
Interpretation auf.

Da aufler F keine Pradikatbuchstaben auftreten, brauchen wir auch keine
weiteren Pridikatbuchstaben zu interpretieren. Wir sind daher mit der
Aufgabe, eine Interpretation fiir den Satz S zu bilden, fertig: Sie lautet:

({Frege, Russell, Carnap, Quine, Sokrates, Gar field},

Diskursuniversum D
Namensrelation

—_—~
{{a, Sokrates) },
————

N

{} ,

Menge der wahren Satzbuchstaben A
P

FEzxtension von F

{(F,{Frege, Russell, Carnap, Quine, Sokrates})})

Interpretation von F

Eine Interpretation eines priadikatenlogischen Satzes erlaubt es, seinen Wahr-
heitswert geméf den Wahrheitsregeln von Kapitel 4.6.4 (Seite 57) zu berechnen.

Eine Interpretation fiir einen Satz S, die diesen Satz wahr macht, heifit Mo-
dell von S. Hat ein Satz kein Modell, ist er unerfillbar. Hat ein Satz mindestens
ein Modell, ist er erfillbar. Ist ein Satz bei jeder Interpretation wahr, dann ist
er allgemeingiiltig.

Um die semantische Giiltigkeit ausdriicken zu kénnen, miissen wir die Defini-
tion von , Interpretation“ auf mehrere Sétze, d.h. auf eine Satzmenge ausdehnen:
Ein Quadrupel (D, N, A, P) ist genau dann eine Interpretation fiir eine Satz-
menge, wenn es eine Interpretation fiir jeden Satz dieser Satzmenge ist. Diese
Festlegung stellt sicher, dass jeder Satz auch dann vollsténdig interpretiert wird,
wenn nicht alle Sétze dieselben Individuenkonstanten und Pridikate enthalten.

Die semantische Giiltigkeit eines pridikatenlogischen Arguments lisst sich
damit folgendermaflen ausdriicken:

Ein Argument ist genau dann semantisch giiltig, wenn jede In-
terpretation, die alle Pramissen wahr macht, auch die Konklusion
wahr macht. Andernfalls ist das Argument semantisch ungiiltig.
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Eine Interpretation, die ein Argument widerlegt, indem sie alle Pramissen Gegenbeispiel
wahr, die Konklusion aber falsch macht, heifit wie in der Aussagenlogik Gegen-
beispiel.

Obwohl komplizierter zu verstehen, unterscheidet sich die Semantik der Pridikatenlogik
in den bisherigen Punkten nicht unertréiglich von jener der Aussagenlogik. Erst
wenn man mit dem bisher Gesagten an ein konkretes Argument herantritt, sieht
man den groflen Unterschied:

Schon allein dadurch, dass man fiir die Wahl der Anzahl von Individuen
unendlich viele Moglichkeiten hat (das Diskursuniversum kann ein Individu-
um, zwei Individuen, drei, vier, ..., unendlich viele Individuen, ...enthalten),
kann man fiir jeden prédikatenlogischen Satz unendlich viele Interpretationen
finden. Da man nicht unendlich viele Interpretationen aufschreiben kann, gibt
es in der Préadikatenlogik nichts, das dem Wahrheitstafeltest der Aussagenlogik
vergleichbar wére.

In der Tat gibt es kein Verfahren, das entscheidet, ob ein pradikatenlogisches
Argument giiltig ist oder ungiiltig.

Da man zum Nachweis der Giiltigkeit unendlich viele Interpretationen un-
tersuchen miisste, beschaftigt man sich zunéchst statt dessen mit dem Nachweis
von Ungiiltigkeit: Sobald man eine einzige Interpretation gefunden hat, die die
Pramissen wahr, die Konklusion aber falsch macht, steht fest, dass das Argu-
ment semantisch ungiiltig ist. Solange man keine solche Interpretation gefunden
hat, ist keine Aussage moglich: Das Argument konnte giiltig sein; genauso gut
wére es aber moglich, dass das Argument zwar ungiiltig ist, man aber die In-
terpretation, die das zeigt, noch nicht gefunden hat.

4.8 Exkurs: Begriffe

Lange bemiihte sich die Philosophie um die Klarung der Frage, was es denn
mit dem Begriff ,,Begriff* auf sich habe. Die Antwort auf diese Frage lieferte
der deutsche Philosoph und Mathematiker Gottlob Frege am Ende des vorigen
Jahrhunderts!3.

Ein Begriff ist ein einstelliges Pradikat.

Betrachten wir zur Erkldrung Abbildung 4.4 (Seite 62). Sie zeigt ein iibersichtliches
Diskursuniversum.

Widmen wir uns weiters dem Begriff ,Mensch®. Einige der oben stehenden
Dinge fallen unter diesen Begriff, andere nicht. Wir kénnen die Dinge, die unter
den Begriff ,Mensch® fallen, optisch hervorheben, indem wir eine geschlossene
Linie um sie herum ziehen, wie das in Abbildung 4.5 (Seite 63) geschehen ist.

13 Gottlob Frege: ,Funktion und Begriff“, Vortrag, gehalten in der Sitzung vom 9.1.1891
der Jenaischen Gesellschaft fiir Medizin und Naturwissenschaft, abgedruckt in Gottlob
Frege: Funktion, Begriff, Bedeutung, Gottingen: Vandenhoeck & Ruprecht 61986 (=Kleine
Vandenhoeck-Reihe 1144) und in Karel Berka/Lothar Kreiser: Logik- Texte. Kommentierte
Auswahl zur Geschichte der modernen Logik, Berlin: Akademie 41986.
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Arielle, die Meerjungfrau

Schiissel Dumbo

Sokrates Vranitzky
. Platon Haider die zahl 5
Aristoteles !
Apoll  Garfield

Dagobert Duck



4.8. EXKURS: BEGRIFFE

Arielle, die Meerjungfrau

Schussel] Dumbo
Vranitzky

Haider

Sokrates
Platon
Aristoteles

Dagobert Duck

die Zahl 5
Apoll  Garfield

Mensch

63



64 KAPITEL 4. SEMANTIK

Alle Dinge innerhalb der neuen Linie fallen unter den Begriff ,,Mensch*, alle
Dinge auflerhalb der Linie nicht. Die Linie ist damit eine Abgrenzung der Dinge,
die Menschen sind, von den Dingen, die keine Menschen sind. Das lateinische
Wort fiir Abgrenzung oder Grenze lautet terminus — daher riithrt das Fremdwort
Terminus » Terminus“ als Synonym fiir das Wort ,,Begriff“.

Begriffsumfang Die Dinge innerhalb der Grenzlinie nennt man den Umfang des Begriffes
»Mensch“. Ein Begriffsumfang ist nichts anderes als die Extension eines einstel-
ligen Préadikats gemifl Kapitel 4.6.3 (Seite 53). Es besteht daher einiger Grund,
der Idee Freges zu folgen.

Beispiel: Der Begriff ,Mensch“ ist das einstellige Pradikat ,_ ist ein
Mensch*.

Beispiel: Der Begriff ,Schwein“ ist das einstellige Priadikat ,_ ist ein
Schwein®.

Umgekehrt bildet auch jedes einstellige Préidikat einen Begriff.

Beispiel: Das einstellige Pradikat ,,_ ist grofler als Sokrates ist der Begriff

,,Groflersein als Sokrates*.

Beispiel: Das einstellige Pradikat ,,_ 1 liebt _ 1 ist der Begriff ,,Eigenlie-
be“.

4.9 TUbersetzungspraxis

4.9.1 Ubersetzung von Pridikaten und Begriffen

Pradikate diirfen uneingeschrankt mittels Pradikatbuchstaben iibersetzt wer-
den. Begriffe, also einstellige Priadikate, werden mit einstelligen Pridikatbuchstaben

iibersetzt.
Beispiele: _ ist ein Mensch. M
Sokrates ist ein Philosoph. P
_p ist groBer als _ o F

4.9.2 Ubersetzung von Quantoren

In der Sprache der Pridikatenlogik gibt es genau zwei Quantoren, nidmlich A,
den Allquantor, und \/, den Existenzquantor. Der Allquantor sagt aus, dass ein
Priadikat wahr wird, auf welches Individuum auch immer er angewandt wird.
Der Existenzquantor sagt aus, dass es mindestens ein Individuum gibt, auf das
das Priadikat zutrifft.

Um einen quantifizierten Satz der natiirlichen Sprache in die logische Sprache
zu iibersetzen, geht man am besten schrittweise vor:
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(1)  Alles ist eitel.

(2) Jedes Ding ist eitel.

(3) Fiir jedes Ding gilt, dass es eitel ist.

(4) Fiir jedes Ding x gilt, dass z eitel ist.

(5) Fiir jedes Ding z gilt: = ist eitel.

(6) Ax: xist eitel.

(7)  AxFz, wobei ,F “ bedeuten soll: ,__ist eitel®.

Etwas schwieriger zu iibersetzen sind Sétze wie ,,Es gibt genau einen Philo-
sophen“, oder ,,Es gibt hochstens einen Philosophen®. Der Leser wird gebeten,
sich vor dem Weiterlesen selbst an diesen Sétzen zu versuchen.

Der einfachere der beiden Sétze ist ,Es gibt hochstens einen Philosophen®.
Eine Paraphrase konnte lauten ,Fiir jedes Ding gilt: Wenn es ein Philosoph
ist, dann muss jeder andere Philosoph mit diesem Ding identisch sein (wére
dem nicht so, dann gébe es ja mehr als einen Philosophen)“ — in der logischen
Sprache: Az(Pz — Ay(Py — x = y)). Eine andere Moglichkeit, denselben
Sachverhalt wiederzugeben, ist Az A y((Px A Py) — x = y) — soviel wie , Fiir
alle zwei Dinge gilt: Wenn beide Philosophen sind, miissen sie identisch sein
(andernfalls gébe es ja mehr als einen Philosophen)“.

Der Satz ,Es gibt genau einen Philosophen® ist kaum komplizierter; er be-
sagt, dass es mindestens einen (\/ xPz) und hochstens einen (A z Ay((Pz A
Py) — = = y))) Philosophen gibt: \/ 2Pz A Az Ay((Px A Py) — = = y).
Dabei steht der einstellige Priadikatbuchstabe P fiir das Prédikat ,, ist ein
Philosoph*.

Unprézise Quantoren (,,viele®, ,wenige“, , die meisten®, ...) gibt es in unse-
rer logischen Sprache nicht. Ein Satz vom Typ ,,Die meisten Philosophen sind
weise® ldsst sich daher nicht zerlegen, sondern nur als Ganzes mit Hilfe eines
Satzbuchstaben iibersetzen.

4.9.3 Ubersetzung von Eigennamen

»Echte“ Eigennamen, d.h. solche Eigennamen, die tatséichlich genau ein Ding
bezeichnen und in der Terminologie Freges daher keine Scheinnamen sind, wer-
den als Individuenkonstanten in die Sprache der Prédikatenlogik iibersetzt.

Beispiel: ,Sokrates“ ...a
,2Harpo Marx“ ...b
,Gottlob Frege“ ...g¢
,der Autor des Menon“ ...c
,die gegenwirtige Konigin von England® ... e

Wichtig: Scheinnamen kénnen und diirfen nicht mit Individuenkonstanten
iibersetzt werden. Individuenkonstanten bezeichnen Individuen,
d.h. Dinge, d.h. Existierendes.

Eine alternative Art, Eigennamen zu iibersetzen, schligt Quine vor.!> Er Quine tiber Figennamen

4 Unprizise Quantoren und Pridikate behandelt die Unprizise Logik (engl. fuzzy logic); vgl.
Lotfi Zadeh: ,Fuzzy sets“, in: Information and Control 8, Seite 338 ff.

15 ygl. Willard Van Orman Quine: Wort und Gegenstand, Stuttgart: Reclam 1980
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fiihrt Pradikate der Form ,,_ ist Sokrates* oder, auf Englisch, ,,_ is socrati-
zing“ vor.

Der Vorteil der Quineschen Methode liegt darin, dass positive (Sokrates exi-
stiert) und negative Existenzbehauptungen (Sokrates existiert nicht) innerhalb
der logischen Sprache Sinn bekommen; arbeitet man mit Individuenkonstanten,
sind positive Existenzbehauptungen trivial wahr (\/ zz = a), negative Existenz-
behauptungen trivial falsch (= zz = a).

Die Nachteile der Methode Quines bestehen einerseits in einem Verlust an
Intuitivitédt, geht doch der Unterschied zwischen Namen und Prédikaten verlo-
ren; andererseits darin, dass die priadikatenlogischen Ausdriicke komplexer und
uniibersichtlicher werden.

Beispiel: ,Sokrates existiert.“

(a) konventionelle Methode
»Sokrates” ...a
Vzr=a
,,Es gibt mindestens ein Ding, das mit Sokrates identisch ist“ — dieser Satz
ist trivial wahr.
(b) Methode von Quine
,___ ist ein Sokrates® ...S_
V zSx

»Es gibt mindestens ein Ding, das ein Sokrates ist“ bzw. ,Es gibt minde-
stens einen Sokrates.“

oder sogar
Va(Sz A Ny(Sy =z =y))
»Es gibt mindestens einen Sokrates, und jeder Sokrates ist mit diesem

einen Sokrates identisch®“, mit anderen Worten: , Es gibt genau einen So-
krates.*

Diese Sétze sind nicht trivial wahr, sondern liefern jemandem, der sie noch
nicht gekannt hat, Erkenntnis.

Beispiel: , Sokrates ist ein Philosoph.*

(a) konventionelle Methode
»Sokrates” ...a
,»__ist ein Philosoph* ... F__
Fa ..., Sokrates ist ein Philosoph.*

(b) Methode von Quine
»___ ist Sokrates® ...S_
»___ ist ein Philosoph“ ... P_

(=Universal-Bibliothek 9987), insbesondere Seite 314 ff.
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Va(SzAAy(Sy = x=y)) AN \z(Sz — Px)

»Es gibt genau einen Sokrates, und jeder Sokrates ist ein Philosoph.*
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Kapitel 5

Weiterfiihrende Fragen der
Semantik

5.1 Russells Probleme

Das Gebiet der Semantik wird rascher unwegsam, als es auf den vergangenen
Seiten zu erkennen war. Das vorliegende Kapitel will die inzwischen klassischen
Probleme vorstellen, die Betrand Russell in seinem Bestseller On Denoting' zur
Sprache bringt. Das folgende Kapitel wird die Losung beschreiben, die Russell
im selben Text vorschlégt.

5.1.1 Das Problem der Substitution salva veritate

Die Leserin erinnert sich sicher noch an das Prinzip der Substitution salva veri-
tate, das besagt, dass Namen ausgetauscht werden koénnen, wenn sie denselben
Gegenstand bezeichnen. Folgendes Argument scheint diesem Prinzip zu wider-
sprechen:

(1)  Scott ist der Autor von ,, Waverley“.
(2) George IV. wollte wissen, ob Scott der Autor von Waverley ist.
(3) George IV. wollte wissen, ob Scott Scott ist.

In der ersten Zeile wird ausgesagt, dass die Namen ,,Scott“ und ,,der Au-
tor von Waverley“ denselben Gegenstand bezeichnen. Nach dem Prinzip der
Substitution salva veritate diirfen sie daher an beliebiger Stelle gegeneinander
getauscht werden.

Der zweite Satz enthélt die beiden Namen ,,Scott“ und ,,der Autor von Wa-
verley. Wenn man in diesem Satz den Namen ,,der Autor von Waverley“ durch
den Namen ,,Scott“ ersetzt — ein nach dem Prinzip der Substitution salva veri-

1 Es handelt sich dabei um einen Aufsatz aus dem Jahr 1905, der in deutscher Spra-
che in Betrand Russell: Philosophische und politische Aufsdtze, Stuttgart: Reclam 1971
(=Universal-Bibliothek 7970) abgedruckt ist.
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tate zuldssiger Vorgang —, dann entsteht Satz (3).

Trotz der scheinbar korrekten Anwendung des Prinzips der Substitution sal-
va veritate liegt uns nun ein Argument vor, dessen Priamissen wahr sind, dessen
Konklusion aber falsch ist — mithin ein ungiiltiges Argument. Eine Regel, mit
der sich ein ungiiltiges Argument beweisen lésst, ist fehlerhaft.

5.1.2 Das Problem des Tertium non datur

Wir konnten uns in der Vergangenheit davon iiberzeugen, dass Aussagen wahr
oder falsch sind. Wenn eine Aussage wahr ist, dann ist ihre Verneinung falsch;
und wenn eine Aussage falsch ist, dann ist ihre Verneinung wahr. Eine drit-
te Moglichkeit gibt es nicht (Satz vom ausgeschlossenen Dritten, tertium non
datur).

Wie sieht es nun mit der Aussage ,,Der gegenwértige Konig von Frankreich
hat eine Glatze® und ihrer intuitiven Verneinung ,,Der gegenwértige Konig von
Frankreich hat keine Glatze*“ aus? Einer der beiden Sétze muss wahr sein, der
andere falsch. Welcher ist wahr, welcher falsch?

Geht man nun der Reihe nach alle Dinge durch, die eine Glatze haben, wird
man unter ihnen den gegenwirtigen Kénig von Frankreich nicht finden (denn
Frankreich hat keinen Konig). Der Satz ,,Der gegenwiirtige Konig von Frankreich
hat eine Glatze“ wére demnach falsch.

Geht man alle Dinge durch, die keine Glatze haben, dann wird man jedoch
auch nicht auf den gegenwirtigen Konig von Frankreich stoflen. Der Satz ,,Der
gegenwirtige Konig von Frankreich hat keine Glatze“ wére somit nicht weniger
falsch!

Wir stehen damit vor dem Problem, dass sowohl ein Satz als auch seine
Verneinung falsch ist. Das ist nicht nur nicht einsichtig, sondern vor allem mit
unserer logischen Sprache nicht vertréglich.

5.1.3 Das Problem der negativen Existenzsétze

Das Problem der negativen Existenzsitze ist an fritherer Stelle bereits zur Spra-
che gekommen?. Da Russell dieses Problem gemeinsam mit den anderen 16sen
wollte und auch gelost hat, wenden wir uns hier ein zweites Mal diesem Thema
zu. Es geht dabei um die Frage, welchen Status negative Existenzséitze wie ,,Das
runde Viereck existiert nicht“ oder ,,Pegasus existiert nicht* haben.

lasst man den Losungsvorschlag Quines aufler acht, dann sind negative Exi-
stenzséitze entweder sinnlos oder trivial falsch. Das entspricht aber keineswegs
dem natiirlichen Empfinden, denn wenn ein Forscher sagt, Pegasus existiere
nicht, dann spricht er weder Unsinn noch eine Trivialitét.

2 vgl. Kapitel 4.9.3, Seite 66
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5.2 Russells Losung: seine Kennzeichnungstheo-
rie

Wenn man eine Kennzeichnung verwendet, dann behauptet man — so Russell —
implizit, dass die in der Kennzeichnung ausgedriickte Eigenschaft auf genau ein
Ding zutreffe. Mit anderen Worten, man benutzt nur dann eine Kennzeichnung,
wenn man aussagen mochte, dass es genau ein Ding gibt, das die betroffene
Eigenschaft hat.

Nach Russell sind Kennzeichnungen fiir sich alleine betrachtet bedeutungs-
los. Eine Kennzeichnung erhélt erst dann einen Sinn, wenn sie im Zusammen-
hang eines Satzes auftritt. Der ganze Satz sagt dann aus, dass (a) genau ein
Ding die in der Kennzeichnung ausgedriickte Eigenschaft hat und dass (b) das
Pridikat, in dessen Leerstelle die Kennzeichnung zu stehen scheint, auf dieses
Ding zutrifft.

Russell bringt als Beispiel die Kennzeichnung ,,der Sohn des So-und-so“.
Wenn ich sage: ,Der Sohn des So-und-so ist ein Philosoph“, dann habe ich
damit ausgedriickt, dass (a) genau eine Person der Sohn des So-und-so ist und
dass (b) diese Person ein Philosoph ist.

Da eine Kennzeichnung fiir sich alleine bedeutungslos ist, ist sie kein Ei-
genname. Kennzeichnungen kénnen und diirfen daher nicht mit Individuenkon-
stanten iibersetzt werden. In der Tat konnen Kennzeichnungen iiberhaupt nicht
iibersetzt werden (sie bedeuten ja nichts); iibersetzen lassen sich nur die Sétze,
in denen Kennzeichnungen vorkommen.

Die Kennzeichnungstheorie Russells 16st alle angefithrten Probleme, wie die
folgenden Kapitel zeigen sollen.

5.2.1 Die Losung des Problems der Substitution salva ve-
ritate

Das Prinzip der Substitution salva veritate ist nach Russell vollkommen korrekt.
Das Problem resultiert aus einer falschen Analyse: Die Kennzeichnung ,,der Au-
tor von Waverley“ wurde filschlicherweise als Eigenname behandelt. Korrekt
miissten die Pramissen wie folgt iibersetzt werden:

(1) Es gibt genau ein Ding, das Autor von ,, Waverley* ist, und dieses

Ding ist mit Scott identisch.
(2) George IV. wollte wissen, ob folgendes der Fall ist: Es gibt genau

ein Ding, das Autor von , Waverley* ist, und dieses Ding ist mit
Scott identisch.

Aus diesen beiden Pramissen folgt die fehlerhafte Konklusion ,George IV.
wollte wissen, ob Scott Scott ist, nicht. Das vermeintliche Problem der Substi-
tution salva veritate ist gelost, indem gezeigt ist, dass es nichts zu substituieren
gibt — die Préamissen beinhalten iiberhaupt keine Identitatsaussage.
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5.2.2 Die Losung des Problems des Tertium non datur

Auch hier entsteht das Problem aus einer falschen Analyse. Die Kennzeichnung
»der gegenwirtige Konig von Frankreich® ist — wie jede Kennzeichnung — kein
Eigenname. Der Satz ,,Der gegenwirtige Konig von Frankreich hat eine Glatze*
muss korrekt analysiert werden als ,Es gibt genau ein Ding, das Konig von
Frankreich ist, und dieses Ding hat eine Glatze“. Dieser Satz ist falsch.

Wenn man diesen Satz verneint, kommt man zu , Es ist nicht der Fall, dass
es genau ein Ding gibt, das gegenwartiger Konig von Frankreich ist, und dass
dieses Ding eine Glatze hat“. Diese Verneinung ist unproblematisch.

Der Satz ,Der gegenwiirtige Konig von Frankreich hat keine Glatze* muss
analysiert werden als ,Es gibt genau ein Ding, das gegenwartiger Konig von
Frankreich ist, und dieses Ding hat keine Glatze“. Dieser Satz ist nicht die
Verneinung des ersten Satzes! Die Moglichkeit, dass beide Sétze zugleich falsch
sein konnen, ist daher kein Problem fiir unsere logische Sprache.

Als Nebenprodukt von Russells Theorie der Kennzeichnungen féllt also die
Beobachtung ab, dass die Verneinung von ,,Der gegenwirtige Konig von Frank-
reich hat eine Glatze* keineswegs ,,Der gegenwirtige Konig von Frankreich hat
keine Glatze“ lautet.?

5.2.3 Die Losung des Problems der negativen Existenz-
satze

Auf negative Existenzséitze der Form ,,Das runde Viereck existiert nicht“ lasst
sich Russells Theorie sofort anwenden. Der gegenstéindliche Satz bedeutet nichts
anderes als ,,Es ist nicht der Fall, dass es genau ein Ding gibt, das rund und das
ein Viereck ist“.

Nicht unmittelbar anwendbar ist sie auf Séitze der Form , Apoll existiert
nicht*, denn ,,Apoll“ ist nach unserem bisherigen Verstindnis ein Eigenname
(wenn auch nach dem Stand der Forschung blof ein Scheinname). Russell geht so
vor, dass er Scheinnamen im Sinn Freges auch als Kennzeichnungen betrachtet.
Scheinnamen sind Kennzeichnungen, die nichts bezeichnen. Eine Aussage iiber
Apoll ,besagt etwas, was wir durch Einsetzung all dessen erhalten, was in einem
Lexikon der Antike unter Apoll eingetragen ist“*.

Die Aussage ,, Pegasus existiert nicht“ besagt nach der Theorie Russells somit
etwa folgendes: ,Das gefliigelte Pferd existiert nicht®; diese Aussage ldsst sich
leicht analysieren, ndmlich als ,,Es ist nicht der Fall, dass es genau ein Ding gibt,
das ein Pferd ist und Fliigel hat*.

3 Die Argumentation Russells ist eine Spur subtiler als meine Erorterung. Fiir eine
vollstédndige Darstellung verweise ich auf Russell a.a.O. (siche Fuinote 1, Seite 69).

4 Russell a.a.0. (siehe FuBnote 1, Seite 69)
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5.3 Freges Bedeutungstheorie

Nach unserem bisherigen Wissensstand bezeichnet jeder Name genau einen Ge-
genstand. Diese zweistellige Namensrelation (Name, Gegenstand) (vgl. Seite 50)
ist sehr einfach und hat uns bisher keine Probleme bereitet.

Da unsere Namensrelation nur zweistellig ist, kann eine Aussage, in der ein
Name vorkommt, nur eine Aussage iiber den Gegenstand sein, den der Name
bezeichnet. So kommt in der Aussage ,Der Abendstern ist am Abendhimmel
sichtbar® der Name ,,der Abendstern® vor. Die Aussage hat natiirlich nicht den
Namen ,Abendstern“ zum Thema (der Sprachausdruck ,der Abendstern® ist
auch nicht am Himmel sichtbar), sondern den Gegenstand ,,Abendstern®, also
den Himmelskorper dieses Namens.

Die beiden Satze

(1) Der Abendstern ist der Abendstern.
(2) Der Abendstern ist der Morgenstern.

sind von vollig unterschiedlicher Qualitét. Satz (1) ist eine Trivialitéit oder
zumindest ein Faktum, an dem ein Normalsterblicher nicht zweifelt. In unsere
logische Sprache iibersetzt, lautet Satz (1) a = a. Dieser Satz ist ein Theorem,
denn er lisst sich ohne jede Pramisse beweisen.’

Satz (2) liefert die Information, dass der Himmelskérper, den man am Mor-
genhimmel sieht, derselbe ist wie jener, den man am Abendhimmel wahrnimmt.
Dabei handelt es sich um ein empirisches Ergebnis der Astronomie, das keines-
wegs selbstevident ist; es zu erzielen bedurfte intensiver Forschung.

Tatséchlich muss Satz (2) auch vollig anders tibersetzt werden, némlich als
a = b. Diese Aussage ist kein Theorem, denn die Tatsache, dass am Morgenhim-
mel und am Abendhimmel derselbe Himmelskorper (iibrigens der Planet Venus)
am deutlichsten sichtbar ist, ist keine logische Notwendigkeit: I/ a = b.

Wenn wir an der eingangs formulierten Meinung festhalten, dass ein Satz
ausschlieflich die Gegenstidnde zum Thema hat, deren Namen in ihm vorkom-
men, dann haben wir ein Problem. Die Namen ,, Morgenstern* und ,, Abendstern*
bezeichnen beide den Planeten , Venus“. Demnach sagen beide Sitze aus, dass
der Planet Venus mit sich selbst identisch ist. Diese Feststellung ist trivial und
liefert uns keine neue Erkenntnis; ihretwegen bediirfte es keiner Astronomie.

Gottlob Frege schligt in seiner bedeutenden Arbeit Uber Sinn und Bedeu-
tung® vor, die Namensrelation als dreistellig aufzufassen:
(Name, S, B)

Dabei ist B der Gegenstand, den der Name bezeichnet. Neu ist die Kom-

5 Der Beweis fiir das Argument - a = a ist sehr kurz:

1) a=a =F

6 in: Zeitschrift fiir Philosophie und philosophische Kritik, NF 100, 1892, Seite 25 ff, ab-
gedruckt z.B. in Karel Berka/Lothar Kreiser: Logik-Texte. Kommentierte Auswahl zur
Geschichte der modernen Logik, Berlin: Akademie 41986, Seite 423 ff.
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ponente S; sie beschreibt Frege als ,Art des Gegebenseins“ — gemeint ist die
Art, wie der Name uns den Gegenstand gibt, nahebringt, vermittelt. Was mit
diesem ,,Geben“ gemeint ist, soll am Beispiel der beiden Namen , Abendstern®
und ,,Morgenstern“ deutlich gemacht werden:

Der Name ,,Abendstern“ bezeichnet den Planeten Venus; dabei ist uns Venus
gegeben als derjenige Himmelskorper, der am Abendhimmel am deutlichsten
zu sehen ist. Die Namensrelation fir , Abendstern® wire daher (, Abendstern®,
»jener Himmelskorper, der am Abendhimmel am deutlichsten zu sehen ist“, der
Planet Venus).

Der Name ,,Morgenstern“ bezeichnet ebenfalls den Planeten Venus; hier-
bei ist uns Venus jedoch gegeben als derjenige Himmelskorper, der am Mor-
genhimmel am deutlichsten zu sehen ist. Die Namensrelation fiir ,, Morgenstern®
wére daher (,Morgenstern®, ,jener Himmelskorper, der am Morgenhimmel am
deutlichsten zu sehen ist*, der Planet Venus).

Entgegen seiner sonstigen Gewohnheit wihlt Frege fiir die Komponenten S
und B seiner Namensrelation etwas ungliickliche Namen: fiir S beniitzt er das
Wort ,,Sinn*, fir B das Wort ,,Bedeutung®. Dieser Gebrauch weicht vom um-
gangssprachlichen Gebrauch der beiden Worter doch deutlich ab; man muss in
philosophischen Texten daher oft aufpassen, was mit den Wortern ,,Sinn“ und
,Bedeutung® tatsiichlich gemeint ist. Viele Autoren bemiihen sich, die Gefahr
einer Verwechslung zu verringern, indem sie fiir die Komponente S die Formu-
lierung ,,Sinn im Fregeschen Sinn“ oder kiirzer , Fregescher Sinn“ und fiir die
Komponente B die Formulierung ,,Bedeutung im Fregeschen Sinn“ oder , Frege-
sche Bedeutung® beniitzen. Es ist auch nicht uniiblich, den Wortern ,,Sinn“ und
,Bedeutung“ ein Subskript ,,F“ (fiir ,,Frege*) nachzustellen, wenn sie im Sinne
von Freges S (,Sinng“) bzw. B (,Bedeutungr*) gemeint sind.

Mit der dreistelligen Namensrelation Freges ldsst sich das Problem der Sétze (1)
und (2) sofort 16sen. Satz (1) ist tatséichlich trivial; hier werden zwei Namen
gleichgesetzt, die sowohl denselben Sinng als auch dieselbe Bedeutungr ha-
ben. Anders Satz (2): Wohl haben die beiden gleichgesetzten Namen dieselbe
Bedeutungr, bezeichnen also denselben Gegenstand. IThr Sinng ist aber ein ande-
rer, und darin begriindet sich der Erkenntnisgewinn, den uns Satz (2) verschafft.

Freges Theorie 16st auch die Probleme Russells; eine negative Existenzbe-
hauptung sagt, dass der Sinng, den ein Name ausdriickt, keine Bedeutungpg
gibt. So wird der Name ,,Pegasus® fiir viele von uns den Sinn , das gefliigelte
Pferd“ ausdriicken. Zu sagen, Pegasus existiere nicht, bedeutet dann blofl darauf
hinzuweisen, dass der Name nichts bezeichnet. Sinnlos ist der Name dagegen
nicht, denn einen Sinng hat er gerade.

Frege vertritt nachdriicklich die Meinung, dass in einer Wissenschaftsspra-
che (und insbesondere in einer logischen Sprache) bedeutung p-lose Namen nicht
vorkommen diirfen: Eine physikalische Diplomarbeit iiber die Atomstruktur des
Steins der Weisen oder eine linguistische Dissertation iiber das Klingonische
verfehlt jedes Ziel; die Namen ,der Stein der Weisen“ und ,die klingonische
Sprache“ haben keine Bedeutungr und damit in der Wissenschaft nichts ver-
loren. Unsere logische Sprache erfiillt Freges Anforderung, weil alle Individuen-
konstanten eine Bedeutungr haben.
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Fiir den Wahrheitswert eines Satzes ist ausschlieilich die Bedeutungg der
in ihm vorkommenden Namen ausschlaggebend.” Der wahre Satz ,,Der Abend-
stern ist ein Planet®“ bleibt wahr, wenn ich den Namen ,,Abendstern“ durch
einen Namen derselben Bedeutungp ersetze: ,,Der Morgenstern ist ein Planet*.
Das Prinzip der Substitution salva veritate (unsere Regel der = B) bleibt also
unverindert giiltig.

Frege argumentiert, dass auch Sdtze Namen sind.® Ein wahrer Satz ist ein
Name des Wahren, ein falscher Satz ist ein Name des Falschen. Das Wahre,
das Falsche und der Sinnp eines Satzes sowie der Sinngp eines Namens sind
platonistische, nichtphysikalische Gegenstédnde, die aulerhalb von Raum und
Zeit existieren.”

7 Diese Aussage gilt dann uneingeschrinkt, wenn der Name transparent (,,in seiner geraden
Bedeutung“) vorkommt. In einem opaken Kontext (unter Anfithrungszeichen oder in indi-
rekter Rede) dndert ein Name seine Bedeutungp. Fiir ndhere Informationen verweise ich
auf die Originalarbeit (sieche Fufinote 6, Seite 73).

Dies wird sehr iiberzeugend dargelegt in Alonzo Church: Introduction to Mathematical
Logic. Volume I, Princeton, New Jersey: 1956, 61970 (=Princeton Mathematical Series 17),
Chapter 0, Seite 25 ff.

Zu diesem Thema mochte ich mich nicht weiter ausbreiten, weil es nicht ins Gebiet der
Logik, sondern der Metaphysik fillt. Ich moéchte den Leser lediglich darauf hinweisen,
dass die U-Bahn-Ziige, die ihn zur Universitidt bringen, von einem Computerprogramm
gesteuert werden, das physikalisch gesehen genauso wenig existiert wie die Sinnep von
Séatzen. Die Tatsache, dass er dennoch stets heil am Ziel seiner Fahrt angelangt ist, moge
ihn dem Fregeschen Sinn gewogen stimmen.
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das Wahre

Ideenreich das Falsche ’
Fregesche Gedanken :

Erde
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Da die Theorie Freges weitaus weiter reicht, als ich hier andeuten konnte,
und da die Interpretationen dieser Theorie nicht einheitlich sind, méchte ich die
Leserin ersuchen, den Originalaufsatz Uber Sinn und Bedeutung'® zu lesen.

Die Bedeutungstheorie Freges ist nicht ohne Vorldufer. Die ersten, die dhnliche
Gedanken entwickelten, sind zweifellos die Stoiker. Ihr Aex7év (Lekton) ist ver-
mutlich dasselbe wie Freges Sinnp.!! Eine jiingere elegante Theorie, die auch
weniger platonische Leser erfreuen diirfte, ist die Carnaps!'2.

10 siehe FuBnote 6 (Seite 73)

11 vgl. Benson Mates: Stoic Logic, Berkeley: University of California Press 1953 (=University

of California Publications in Philosophy 26), Seite 11 ff.

12 Rudolf Carnap: Meaning and Necessity. A Study in Semantics and Modal Logic, Chicago:

University of Chicago Press 1956, reprint Midway 1988
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Kapitel 6

Anhang

6.1 Das logische Quadrat

Das logische Quadrat ist ein Diagramm, das die Verhéltnisse zwischen bestimm-
ten Aussagen und deren Negationen darstellt.

An den Ecken dieses Quadrats sind vier Sétze aufgeschrieben: ,, Alle Schweine
sind rosa“, ,,Keine Schweine sind rosa“, , Einige Schweine sind rosa“ und ,,Nicht
alle Schweine sind rosa.“ Je zwei Sétze, die an den Enden einer der sechs Linien
(vier Seiten und zwei Diagonalen) aufgeschrieben sind, stehen zueinander in
einem bestimmten Verhéltnis:

e Jeder von zwei Sétzen, die an den beiden Enden einer Diagonale stehen,
ist die Verneinung (,,Kontradiktion“) des jeweils anderen, d.h. genau ei-
ner der beiden ist wahr, der andere ist falsch. Man sagt, sie stehen in
kontradiktorischem Verhdltnis zueinander:

— Der Satz ,,Alle Schweine sind rosa“ ist die Verneinung des Satzes
»Nicht alle Schweine sind rosa“ (und umgekehrt): Die beiden Sitze
sind kontradiktorisch.

— Der Satz ,Keine Schweine sind rosa® ist die Verneinung des Sat-
zes ,Einige Schweine sind rosa“ (und umgekehrt): Auch diese beiden
Séatze sind kontradiktorisch.

e Die beiden an den Enden der oberen Seite des Quadrats stehenden Sétze,
»Alle Schweine sind rosa“ und ,,Keine Schweine sind rosa“, stehen zuein-
ander in kontrdirem Verhdltnis, d.h. es kénnen nicht beide wahr sein (wohl
aber konnen beide Sitze falsch sein).

e Die beiden an den Enden der unteren Seite des Quadrats stehenden Sétze,
,Einige Schweine sind rosa“ und ,,Nicht alle Schweine sind rosa“, stehen
zueinander in subkontrdrem Verhdltnis, d.h. es konnen nicht beide falsch
sein (wohl aber kénnen beide Sétze wahr sein).

e Der vom Satz am oberen Ende jeder der beiden senkrechten Seiten des
Quadrats ausgedriickte Sachverhalt ist eine hinreichende Bedingung (aus-
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kontrar
Alle Schweine sind rosa. Keine Schweine sind rosa.
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gedriickt durch den Pfeil) fiir den am unteren Ende der jeweiligen Seite
stehenden Satz:

— Wenn alle Schweine rosa sind, dann sind auch einige Schweine rosa.

— Wenn iiberhaupt keine Schweine rosa sind, dann sind auch nicht alle
Schweine rosa.

6.2 Verwendete Zeichen und Abkiirzungen

6.2.1 Logische Zeichen

A Konjunktion
& Konjunktion
V Disjunktion
— Konditional
D Konditional
+> Bikonditional
= Bikonditional
- Negation

~ Negation

/\ Allquantor

vV Allquantor

\/ Existenzquantor

3 Existenzquantor

6.2.2 Einige griechische Buchstaben

a Alpha

5 Beta

v Gamma
0 Delta
€, Epsilon
¢ Zeta

n Eta

0,9 Theta



82

¢ Iota

x Kappa
pw My

v Ny

¢ Chi

o Omikron
m,w Pi
p, 0 Rho
o, Sigma
7 Tau

v Ypsilon
¢, Phi
x Chi

1 Psi

w Omega
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7.2 Kommentar zur Einfiihrungsliteratur

Die Literaturliste ist in hochstem Maf3 subjektiv und vom Umfang her auf ein
Minimum reduziert. Alle Werke sind Literatur fiir Anfinger; insbesondere die
beiden Werke Lemmon und Mates sind Standardwerke in Einfiihrungskursen.

Das Einfithrungsbuch ist sicherlich Lemmon; hierin wird derselbe Kalkiil
des natiirlichen Schlieflens behandelt wie im vorliegenden Skriptum und héufig
in der Vorlesung. Gelegentlich beklagen sich Leser iiber das Fehlen von Losungen
zu den Ubungsbeispielen, das es bei Unklarheiten und im Fall von Zweifel er-
forderlich macht, einen Sachkundigen zu Rate zu ziehen.
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Allen behandelt einen geringfiigig modifizierten Lemmon-Kalkiil und deckt
exakt den Stoff der Einfiithrungsvorlesung ab. Das Buch enthélt zahlreiche Bei-
spiele, darunter etliche mit Losungen, ist aber nicht fiir das Selbststudium, son-
dern als Textmaterial zu einer Vorlesung gedacht. Weiterfithrende Themen wer-
den nicht angeschnitten.

Ebenfalls einen Kalkiil des natiirlichen SchlieBens, wenn auch in optisch et-
was abgewandelter Form, behandelt Barwise. Dieses Buch beginnt eine Spur
einfacher als Lemmon und geht eine Prise langsamer vor. Die besondere Stérke
von Barwise liegt im mitgelieferten Macintosh-Programm ,, Tarski’s World*,
das dem Computerbesitzer das Erlernen der Materie erleichtert.

Wer eine besonders grofie Abneigung gegen formal oder mathematisch Aus-
sehendes hat, ist wahrscheinlich mit dem Werk des Theologen Hodges — bedingt
auch mit Savigny — am besten bedient. Beide bewegen sich vorwiegend im Be-
reich der natiirlichen Sprache und von Alltagsargumentationen, vermitteln aber
dennoch die Grundlagen logischen Schliefens.

Hodges entwickelt einen Baumkalkiil, wie er gelegentlich auch in der Vorle-
sung und im Tutorium zur Sprache kommt. Das Werk ist kurzweilig und ange-
nehm zu lesen. Zum Buch gibt es das MS-DOS-Programm ,, Tableau I1“, das eine
grofle Hilfe beim FErlernen des Beweisens in Tableaukalkiilen ist. ,, Tableau 1T
ist am Institut fiir Philosophie verfiigbar.

Savigny ist ein gutes Einfithrungsbuch mit vielen Ubungsbeispielen. Es ist
zwar eine Spur trockener als sein englisches Gegenstiick, Hodges, dafiir sehr
leicht erhéltlich und mit Abstand das kostengiinstigste Logikbuch.

Das anspruchsvollste der genannten Werke ist Mates. Es dringt am tiefsten
in die Materie ein und bietet mehrere axiomatische Kalkiile sowie Kalkiile des
natiirlichen Schliefens; zudem enthélt es eine gute Ubersicht iiber die historische
Entwicklung der Logik.

Preislich liegen mit Ausnahme von Barwise und Savigny alle Werke im
Bereich von ca. 200-300 Schilling. Abgesehen von Mates und natiirlich Savi-
gny liegen alle Biicher nur in englischer Sprache vor. Lemmon und Hodges
konnen erfahrungsgeméf problemlos von jeder englischen Fachbuchhandlung be-
stellt werden; bei Barwise ist die Wartezeit in der Regel ldnger, weil es sich um
ein amerikanisches Buch handelt; zugleich ist dieses Werk wegen des beiliegen-
den Computerprogramms das mit Abstand teuerste (ca. 600-900 Schilling). Das
unterste Ende der Preisskala markiert Savigny mit einem Betrag von knapp
100 Schilling.

7.3 Weiterfithrende Literatur

1. Karel Berka/Lothar Kreiser: Logik- Texte. Kommentierte Auswahl zur Ge-
schichte der modernen Logik, Berlin: Akademie 1986

2. Rudolf Carnap: Meaning and Necessity. A Study in Semantics and Modal
Logic, Chicago: University of Chicago Press 1956, reprint Midway 1988

3. Alonzo Church: Introduction to Mathematical Logic. Volume I, Princeton,
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New Jersey: Princeton University Press 1956

4. Donald Kalish/Richard Montague/Gary Mar: Logic. Techniques of Formal
Reasoning, New York: Harcourt Brace Jovanovich 21980

5. Ulrich Klug: Juristische Logik, Berlin: Springer 41982

6. Lothar Kreiser/Siegfried Gottwald/Werner Stelzner: Nichtklassische Lo-
gik. Eine Einfiihrung, Berlin: Akademie 21990

7. Bertrand Russell: Philosophische und politische Aufsdtze, Stuttgart: Re-
clam 1971 (=Universal-Bibliothek 7970)

7.4 Kommentar zur weiterfithrenden Literatur

Die Auswahl der weiterfithrenden Literatur ist womoglich noch willkiirlicher,
jedenfalls jedoch liickenhafter als die der Einfithrungswerke.

Wenn man den Stoff der Einfiihrungsvorlesung beherrscht, kann man — even-
tuell nach der Beschiftigung mit Mates — Kalish als nahtlose Fortfithrung
heranziehen. Dieses Buch bietet auf seinen gut flinfhundert Seiten eine Viel-
zahl an tiefsinnigen Anregungen, mehrere interessante und schone Kalkiile und
unzihlige Ubungsbeispiele, zum Teil auch mit Ubungen.

Church ist DAS LOGIKBUCH. Es ldsst sich vielleicht als Fortsetzung zu
Kalish beschreiben. Church bietet viele Ubungsbeispiele (selbstversténdlich
ohne Losung), darunter auch unlsbare (auch sie ohne Lésung). Im Gegensatz
zum Rest des Buches ist Kapitel 0 auch ohne Vorkenntnisse verstdndlich und
bietet soviel wesentliche Information, dass seine Lektiire jeder Philosophin ans
Herz gelegt werden muss.

Berka/Kreiser ist eine gute Sammlung zum Teil gekiirzter wichtiger Tex-
te der Logik von unterschiedlichem Schwierigkeitsgrad, darunter auch Gottlob
Freges bedeutender Aufsatz Uber Sinn und Bedeutung und Gerhard Gentzens
Untersuchungen tber das logische Schliefien.

Kreiser/Gottwald/Stelzner bietet eine breite Ubersicht iiber nichtklassi-
sche Formen der Logik. Fiir ein vollstdndiges Verstédndnis diirfte zumindest die
erfolgreiche Bewiltigung von Kalish erforderlich sein.

Klug beschiftigt sich mit einer {iberaus konkreten Anwendung von Logik,
der Rechtsprechung, und ist sehr um die Rechtfertigung von Logik bemiiht.
Technisch ist dieses Werk relativ leicht verstandlich.

Russell enthilt den wichtigen Aufsatz On denoting in deutscher Sprache.

Carnap stellt seine Bedeutungstheorie vor, die Beriihrungspunkte zu der
Freges hat. Das Buch ist relativ leicht zu lesen.

7.5 Sonstige zitierte Literatur

1. Gottlob Frege: Funktion, Begriff, Bedeutung, Gottingen: Vandenhoeck &



86

KAPITEL 7. LITERATUR

Ruprecht 51986 (=Kleine Vandenhoeck-Reihe 1144)
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Bibliothek 7853)

3. Benson Mates: Stoic Logic, Berkeley: University of California Press 1953
(=University of California Publications in Philosophy 26)

4. Willard Van Orman Quine: Wort und Gegenstand, Stuttgart: Reclam 1980
(=Universal-Bibliothek 9987)
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materiale Implikation, siehe Konditio-
nal

Metasprache, 10, 16

Modell, 60

modus ponendo ponens (lat.), siehe Re-
gel der Pfeil-Beseitigung

modus ponens (lat.), siche Regel der
Pfeil-Beseitigung

Morgenstern, 73

Morphologie, siehe Syntax

Name, siche Eigenname
beliebiger, siehe beliebiger Name
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Namensbeziehung, siehe Namensrela-
tion
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dreistellige, 73
zweistellig, 53
zweistellige, 50, 73
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Natiirliches Schlie3en, siche Kalkiil des
natiirlichen Schlieflens
Negation, 15, 17
beseitigen, 29
einfithren, 28
Semantik der, 36
Wabhrheitstabelle der, 41
Negation, im logischen Quadrat, 79
Negationseinfithrung, siehe Regel der
Negationseinfithrung
Nicht-Nicht-Beseitigung, siehe Regel der
Nicht-Nicht-Beseitigung
nichtausschliefendes Oder, siehe Dis-
junktion
Nichtoder, siehe NOR
Nichts, siehe Quantor
Nichtund, siehe NAND
Niemand, siehe Quantor
non count noun (engl.), siehe Eigenna-
me
NOR, 46
Notation
Baumschreibweise, siehe Syntax-
baum
Infix, siehe Peano-Russell-Notation
Peano-Russell-Notation, siehe Peano-
Russell-Notation
polnische, siehe polnische Notati-
on
Postfix, siehe UPN
umgekehrte polnische Notation, sie-
he UPN
UPN, sieche UPN
nullstelliger Prédikatbuchstabe, siehe Satz-
buchstabe

Objektsprache, 10
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ausschliefendes, siehe Vernam-Chiffrierschritt

nichtausschlieBendes, siehe Disjunk-
tion
Oder-Beseitigung, siehe Regel der Oder-
Beseitigung
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Pfeil-Beseitigung, siehe Regel der Pfeil-
Beseitigung
Pfeil-Einfithrung, siehe Regel der Pfeil-
Einfiihrung
Polnische Notation, 21-23
Postfix-Notation, sieche UPN
Pradikat, 51
iibersetzen, 62
arity (engl.), siehe Stelligkeit
Begriff, siehe Begriff
Extension, 57
Stelligkeit, siehe Stelligkeit
Pradikatbuchstabe, 14
arity (engl.), siehe Stelligkeit
nullstelliger, siehe Satzbuchstabe
Semantik, siehe Semantik
Stelligkeit, siehe Stelligkeit
Préadikatenlogik
Semantik, siehe Semantik
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Pramissenliste, siehe Pramissenliste
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Pragmatik, 10
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der negativen Existenzsétze, 70, 72
der Substitution salva veritate, 69,
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des Tertium non datur, 70, 72
Russels
gelost von Frege, 74
Produktionsregel, 16
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Quantifikator, siehe Quantor
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iibersetzen, 65
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Semantik, siehe Semantik
Universalquantifikator, siehe All-
quantor
unpréziser, 65
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reductio ad absurdum (lat.), siehe Re-
gel der Negationseinfiihrung
schwache, siehe Regel der Negati-
onseinfithrung
Regel
Ableitungsregel, siehe Transforma-
tionsregel
Beseitigungsregel, siehe Beseitigungs-
regel
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der Oder-Beseitigung, 26-27
der Oder-Einfithrung, 25
der Pfeil-Beseitigung, 28
der Pfeil-Einfithrung, 27-28
der Und-Beseitigung, 24-25
der Und-Einfithrung, 24
Einfithrungsregel, siehe Einfithrungsregel
Formationsregel, siehe Formations-
regel
Produktionsregel, siehe Produkti-
onsregel
Schlussregel, siehe Transformati-
onsregel
Transformationsregel, siehe Trans-
formationsregel
zur Klammereinsparung, siehe Klam-
mereinsparungsregel
zur Vereinfachung, siehe Klammer-
einsparungsregel
Regel der Allquantor-Einfithrung
Einschrankung, 30
Regel der Existenzquantor-Beseitigung
Einschrankung, 32

Existenzquantor, siehe ExistenzquanRegelkalkiil, 13

tor

Relation



92

Namensrelation, siehe Namensre-
lation
Russell, Bertrand, 69
Russells Kennzeichnungstheorie, 71
Russells Probleme, 69-72

Sachverhalt, 36
Satz
Aussagesatz, siehe Aussage
deklarativer, siehe Aussage
erfiillbarer, siehe erfiillbarer Satz
komplexer, siehe komplexer Satz
konstant wahrer, siehe Tautologie
unerfiillbarer, siehe unerfiillbarer
Satz
vom ausgeschlossenen Dritten, sie-
he Tertium non datur
Satz von, siehe unter dem Namen des
Autors
Satzbuchstabe, 16, 35
Satzbuchstaben
Semantik, siche Semantik der Satz-
buchstaben
Scheinname, 49
bei Russell, 72
Schlielen

natiirliches, siehe Kalkiil des natiirlichen

Schlieflens
Schlussbegriff
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der Quantoren, 58
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name
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bei Frege, siehe Fregescher Sinn
Sinng, siehe Fregescher Sinn
Sonderzeichen, 81-82
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Bausteine, siehe Bausteine
logische, siehe Sprache
Metasprache, siche Metasprache
Objektsprache, siehe Objektspra-
che
Sprachwissenschaft, siehe Linguistik
state of affairs, siehe mogliche Welt
Stelligkeit, 16, 51
Stoa, siehe Stoiker
Stoiker, 38, 77
subkontrar, 79
Substitution salva veritate, siehe Regel
der Identitdtsbeseitigung
Syntaktischer Schlussbegriff, 14
Syntax, 10, 13-34

semantischer, siehe semantischer Schﬂ;mmbaum, 18-21
griff, siche semantischer Schlussbe- Blatt, 18

griff
syntaktischer, siehe syntaktischer
Schlussbegriff
Schlussregel, siehe Transformationsre-
gel
Schreibweise, siehe Notation
schwache reductio ad absurdum, siche

Regel der Negationseinfithrung

Selbstidentitat, 73

Semantik, 10, 35-77
der Aussagenlogik, 35-47
der aussagenlogischen Konnektive,

36-43

der Disjunktion, 37
der Individuenkonstanten, 53
der Konjunktion, 36
der Negation, 36
der Priadikatbuchstaben, 57
der Pradikatenlogik, 52-58

Endknoten, 18

Knoten, 18
Endknoten, 18

Wurzel, 18

Tabelle
Wahrheitstabelle, siehe Wahrheits-
tabelle
Tafel
Wabhrheitstafel, siehe Wahrheitsta-
fel
tatséchliche Welt, 36
Tautologie, 9, 43
Tertium non datur
Russells Problem, 70, 72
Theorem, 14
Deduktionstheorem, siehe Deduk-
tionstheorem
Tilde, siehe Negation
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typisches Disjunkt, 32

umgekehrte polnische Notation, siehe
UPN

Und, siehe Konjunktion

Und-Beseitigung, siehe Regel der Und-
Beseitigung

Und-Einfiithrung, siehe Regel der Und-
Einfithrung

unerfiillbarer Satz, 60

Universalquantifikator, siehe Allquan-
tor

universe of discourse (engl.), siehe Dis-
kursuniversum

Unprézise Logik, 65

unpréziser Quantor, siehe Quantor

unvollstindige Addition, siehe Vernam-
Chiffrierschritt

UPN, 23

Vereinfachungsregel, siehe Klammerein-
sparungsregel
Verfahren
zum Ausdriicken eines Konnektivs
durch andere, siehe Konnek-
tiv
Verlauf
der Wahrheitswerte, siehe Wahr-
heitswertverlauf
Vernam, Gilbert S., 45
Vernam-Chiffrierschritt, 45
Verneinung, siehe Negation
doppelte, siehe Negation
Verzehr eines Besens, 37
viele, siehe unpriziser Quantor
vollsténdig
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Wahrheitswert, 35
Wahrheitswertverlauf, 37
Wahrheitswertzuordnung, 36
Welt
mogliche, siehe mogliche Welt
tatsédchliche, siehe tatséchliche Welt
wenige, siehe unpriziser Quantor
Widerspruch, 29
Wirkung
von Zeichen auf den Horer, siche
Pragmatik
Wurzel, 18

Zeichen, 81-82
Zuordnung
von Wahrheitswerten, siehe Wahr-
heitswertzuordnung
zweistellige Namensrelation, siehe Na-
mensrelation, 73

funktional, siehe funktional vollstindig

Wahre

das, 75
Wahrheit, siehe Wahrheitswert
Wahrheitstabelle, 38-43

aufstellen, 39

der Disjunktion, 40

der Konjunktion, 40

der Negation, 41

des Konditionals, 41

eines komplexen Satzes, 41
Wahrheitstafel, siche Wahrheitstabelle



